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Hinweise:

e Das Skript ist fiir eine 2 Semesterwochenstunden umfassende Vorlesung konzipiert.
Es gibt einen Uberblick iiber einige Gebiete der Mathematik, die fiir Wirtschaftswis-
senschaftler relevant sind. Alle Inhalte werden auf elementarem Niveau, d.h. ohne
Beweise dargestellt. Vertiefende Aspekte oder Spezialfille werden meist nicht dis-
kutiert.

e Fiir jedes Kapitel werden entsprechende Ubungsaufgaben mit Losungshinweisen be-
reitgestellt.

e Zu jedem Kapitel werden 6konomische Anwendungen préisentiert. Diese stammen
weitgehend aus den Bereichen der Mikro- und Makrookonomik.

e Fehlerreport bitte an: m.pasche@wiwi.uni-jena.de.

Zum Literaturstudium kénnen beispielsweise folgende Biicher empfohlen werden:

Beckmann, M.J., Kiinzi, H.P., Mathematik fir Okonomen. Bd. 1, 2, 3. Berlin, Heidelberg,
New York: Springer.

Clausen, M., Kerber, A., Mathematische Grundlagen fiir Wirtschaftswissenschaftler.
Miinchen, Wien, Ziirich.

Gal, T. et al., Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler. Heidelberg.
Leydold, Matheematik fiir Okonomen, 2. Aufl., Oldenbourg Verlag 2000.
Purkert, W., Briickenkurs Mathematik. Teubner Verlag.

Schwarze, J., Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler. Bd. 1, 2, 3. Herne, Berlin:
Verlag NWB.



1 Elementare Grundlagen

1.1 Wichtige Rechenregeln

Binomische Formeln:

(z+y)* =2+ 2zy + ¢

(z—y)? =2 =22y + 3
(x+y)(x—y) =2 —y°

Potenz- und Wurzelgesetze:

1
™ = :En—&—m " yn — (l’ y)n "=
xn
$n n—m n\m nm m\n 0 .
xrm

Logarithmusgesetze:

Sei ¥ =z mit a,x > 0 und a # 1. Dann ist log, z = y.

Es heifit a die Basis des Logarithmus.

1
log,1 =0 log,a =1 log,(z") = nlog, « log, ({/z) = —log, =
n
log,(zy) = log, z +1og,y  log, (£> = log, x —log, y
Y

Fiir die spezielle Basis a = e (Eulersche Zahl) spricht man auch vom natirlichen
Logarithmus und schreibt Inx. Es gilt:

Inz
log, v = —
Ina

Lésung von quadratischen Gleichungen:

Gegeben sei 22 + px + g = 0. Die zwei Losungen lauten:

b P\?
- 4 (_> _
x1,2 9 9 q

Achtung: Falls (p/2)*> — ¢ < 0, dann sind die Losungen x5 kompleze Zahlen. Falls
(p/2)? —q =0, dann ist z; = x = 2.



Reelle und komplexe Zahlen:

Sei IR die Menge der reellen Zahlen. Die Gleichung 2% + 1 = 0 hat keine Losung in der
Menge der reellen Zahlen. Man definiere eine imagindre Einheit ¢ = /—1 als Losung
dieser Gleichung.

Eine komplexe Zahl ist ein Ausdruck in der Form z = x + iy mit z,y als reellen Zahlen
und ¢ als der imagindren Einheit. Es heifit x der Realteil und y der Imagindrteil von
z. Offenbar ist die Menge der reellen Zahlen in der Menge der komplexen Zahlen als
Spezialfall enthalten (némlich alle z mit y = 0).

Es heilt z = x — iy die zu z = © + iy konjugiert komplexe Zahl.

Komplexe Zahlen kénnen auf der Gaufischen Zahlenebene dargestellt werden (vgl. Abbil-
dung). Das Rechnen mit komplexen Zahlen wird hier nicht behandelt.

A
Imaginarteil y

o

Realteil x

Summen- und Produktzeichen:

x1+x2+x3+...+xn22xi
x0+x1+x2+x3+...+xn22xi

Il'x2‘$3'...‘$n:H$i



1.2 Grenzwerte, Folgen und Summen

Folgen und Reihen bzw. Summen:

Es ist 1, 22,23, ..., Ty, ... bzw. {x,} mit n € IN eine Folge und x;, 1 < i < n ist ein Glied
der Folge.

Dagegen ist ©; + x93 + 23+ ... + ©, + ... bzw. 221 x; eine unendliche Reihe oder auch
unendliche Summe. Fir Y | ; mit n < oo spricht man von der n-ten Teilsumme.

Gilt fiir die Glieder einer Folge x, .1 — x, = const, dann bezeichnet man dies als arith-
metische Folge. Gilt fiir die Glieder der Folge w11 /x,=const, so bezeichnet man dies als
geometrische Folge (analog fiir Reihen).

Wichtige Summen:

n(n+1)

1424 . +n=) k= 5

k=1
1+x+x2+x3+...+x”:Zxk:E fir x # 1
— r—1

G fir x # 1

x+x2+x3—|—...+x”22xk:x
x_
k=1

G 1
1 Pt 4= F=_—— firfz| <1
+r+a" 427+ %x T ir |z|

Grenzwerte von Folgen und Reihen:

Eine Zahlenfolge {x,} konvergiert gegen einen Grenzwert T, wenn es zu jeder positiven
Zahl € € IR eine natiirliche Zahl N(¢) gibt, so dass |z, — Z| < € fiir alle n > N(e) gibt.
Man schreibt lim,, .o, , = Z (sog. Limes).

Gegeben sei eine Zahlenfolge {z,,} und die n-te Teilsumme S,, = >, z;. Dann ist {S,}
die Folge der Teilsummen. Konvergiert diese Folge der Teilsummen fiir n — oo, so ist

n

S = lim S, :nh_{I;OZxZ :ixi
j i=1

n—o00
=1

der Grenzwert der (unendlichen) Summe.

Zu beachten ist, dass solche Grenzwerte nicht notwendigerweise existieren miissen! Man
beachte, dass man auch Grenzwerte von Funktionen bestimmen kann ({y,} = {f(z,)}).

Rechnen mit Grenzwerten:

Gegeben seien zwei konvergente Folgen {x,, } und {y, } mit lim,, .., z, = Z und lim,, ., y,, =
y. Ferner sei a € IR. Dann gilt:



lim (z, —a)=7 —a lim (azx,) = ax
n—oo n—oo

lim (2, —yn) =T — ¥ lim (2, +yn) =T +7
lim (z,y,) = 7y lim (2 /yn) = T/

Wichtige Grenzwerte:

1 n
lim (1 + —) =2,71828... = ¢ (Eulersche Zahl)

n—oo

a\ bn
lim (1—1——) =e? fira,beR

n—oo

lim z" =0 fir |z| <1

n—oo

1.3 Okonomische Anwendungen

Multiplikatoranalyse:

Gegeben sei ein einfaches keynesianisches Giitermarktmodell mit einer Konsumfunktion
CY) = C*+¢cY (C* > 0 ist der autonome Konsum, 0 < ¢ < 1 ist die marginale
Konsumneigung) und autonomen Investitionen I = I*. Die geplante gesamtwirtschaftliche
Nachfrage ist YP = C(Y) + I. Im Gleichgewicht entspricht die geplante Nachfrage dem
Einkommen (Y? =Y). Das Gleichgewichtseinkommen ist demnach

Y=Y =C"+cY + I
=Y —cY =C"+ I

a Ill
1—c

Die autonomen Investitionen erhéhen sich in ¢ = 1 nun dauerhaft um AJl. Es sei ange-
nommen, dass die zusétzliche Nachfrage sofort durch Ausdehnung der Produktion (und
damit des Einkommens) befriedigt werden kann, der Konsum in Periode ¢ aber verzogert
vom Einkommen abhéngt: C; = C(Y;_1). Die Erhthung der autonomen Investitionen 16st
eine Folge periodenbezogener Anpassungen hervor, und das Einkommen entwickelt sich
als Summe der Ergebnise dieser Anpassungen. Im Ausgangszustand sei Y; | =Y, = Y™

t I C, AC, Y, AY; S AY;
0 I* C+cYy 0 Yo=Y* 0 0
1 I*+ A C"+¢cY) 0 i=Yo+Al Al Al
2 I°"+AI  Co+cYy Al Yo=Y+ Al +cAl cAT AL+ cAl
3 I°+AI C%4+cYy AAI Ys=Yy+ Al +cAI+ AT AT Al +cAI + AT
0o I94 Al CO+4cY™ ®AT Y™ =Y+ 350 FAI @ AT > g CFAL




Jede Erhohung des Einkommens bewirkt eine (kleinere) Erhohung des Konsums in der
Folgeperiode (Spalte 4) und damit wiederum eine Erhéhung des Einkommens (Spalte
6). Spalte 6 ist eine konvergente Folge von Einkommenserh6hungen mit dem Grenzwert
¢ Al = 0. Spalte 7 ist die Summe dieser Einkommenserhchungen und damit die Differenz
zum urspriinglichen Gleichgewichtseinkommen. Der Grenzwert dieser Summe ist

o0

1
Y* —Y* = lim FAT =
t—o00 1 — C

Al

Mit AY* = Y™ — Y* und Teilen beider Seiten durch Al erhélt man den bekannten
Multiplikator
AY™ 1
Al 1—c
Man kann auch den Wert der n-ten Teilsumme und damit die Multiplikatorwirkung nach
n Perioden analytisch bestimmen:

>1 wegen 0 <c<1

AY, = Al + cAI + AT + ...+ AT
Multiplikation mit ¢ ergibt
cAY,, = cAI + AAI + AL + ... + AT
Bildung der Differenz beider Gleichungen ergibt
(1 -c)AY, =(1—-c")AI

AY, 1-c"
Al 1-—c¢

Dieser Multiplikator fiir n Perioden ist kleiner als 1/(1 — ¢). Fiir n — oo ist ¢* — 0.

Giralgeldschopfungsprozess:

Eine Geschéftsbank erhilt von einem Kunden eine bestimmte zusétzliche Zentralbank-
geldmenge AZ, die als (zusétzliches) Sichtguthaben bzw. Giralgeld gutgeschrieben wird:
AG = AZ. Einen Teil 7 (0 < r < 1, Mindestreservesatz) dieser Einlagen muss die Bank bei
der Zentralbank als Mindestreserve halten, die Uberschussreserve steht zur Kreditvergabe
zur Verfiigung. Ein weiterer Kunde erhélt diesen Kredit in voller Hohe, also (1 —7) - AZ,
in Form einer Uberweisung auf sein Girokonto bei einer (evtl. anderen) Bank. Dadurch
erhoht sich das Giralgeldvolumen wiederum und zwar um (1 — r)AZ, insgesamt also um
AZ + (1 —r)AZ. Auch diese Bank muss auf die erneute Einlage in Hohe von (1 —r)AZ
eine Mindestreserve halten, der Rest (1 — r)? - AZ steht zur weiteren Kreditvergabe zur
Verfiigung. Wird auch dieser Kredit vergeben und (ggf. nach einigen Transaktionen) wie-
der auf irgendein Griokonto eingezahlt, dann hat sich die Giralgeldmenge um

AG=AZ+(1-7r)AZ+ (1 -71)2AZ



erhoht. Dieser kumulative Prozess setzt sich fort. Vorausgesetzt, dass die Kreditnachfrage
nicht nachlésst, erhélt man eine Summe mit dem Grenzwert

d (1—r)fAz = —

— (1—r)

! AZ = 1AZ
r

den man auch als Giralgeldschopfungspotenzial bezeichnet. Es ist folglich
1 1
G=-7 bzw. AG =-AZ
r r
mit 1/r als dem Giralgeldschépfungsmulitiplikator.

Abdiskontierung zukiinftiger Zahlungsstrome:

Erwartet ein Investor einen Zahlungsstrom {z:} fiir ¢ = 0..7" und kalkuliert mit einem
Zinssatz von i, dann der Barwert des Zahlungsstroms die Summe der abdiskontierten

Zahlngen:
T . T
BW = = ¢
tz_; (1+d)t 2=

t=0

mit ¢ = 1/(1 + i) als dem Abzinsungsfaktor (Diskontfaktor). Fiir einen unendlichen und
konstanten Zahlungsstrom z; = 2,11 = 2z Vt ist der Grenzwert

= 1 144
— t, _
BW_E qz—l_qz— ; z
t=0
2 Lineare Algebra

2.1 Vektoren

Vektorraum und Dimension

Als Vektorraum betrachten wir hier den euklidischen Raum IR", also die Menge aller
geordneten reellen Zahlentupel (x1, ..., z,) mit z; € R. Es ist n die Dimension des Vek-
torraumes.

Vektoren

Ein Vektor x € IR™ besteht aus n Zahlen (Koordinaten oder Komponenten) z1, ..., z, €
IR, ist also ein Element des Vektorraumes. Je nach Darstellungsform unterscheidet man
Spalten- und Zeilenvektoren:

T
X2

x=1| .| =(x1,29,..,2,

T



mit " als dem Zeichen fiir eine Transposition (alternatives Zeichen: ' ). Bei der Transpo-
sition werden Spalten und Zeilen vertauscht.

Besondere Vektoren sind die Einheitsvektoren (kanonische Vektoren):

1 0 0

0 1 0
e = . €y = . e, =

0 0 1

Linearkombination und lineare Unabhéngigkeit:

Gegeben seien die k Vektoren x',x2, ..., x* eines Vektorraumes und Ai, s, ..., A, € IR seien

reelle Zahlen. Dann heif3t

k
x4 Aox? + L+ X = Z )\jxj

j=1

eine Linearkombination der Vektoren x!, ..., x* mit den Koeffizienten ), ..., \;. Die Vek-
toren x', ..., x* sind linear unabhingig, wenn gilt:

k
DAX =0 = M=Xl=.=X=0

Jj=1

Andernfalls liele sich mindestens einer der k£ Vektoren als Linearkombination der restli-
chen k£ — 1 Vektoren darstellen. In diesem Fall sind die Vektoren linear abhdngig.

Basis:

Die Vektoren x',..x* bilden eine Basis des Vektorraumes, wenn sich jedes Element x
des Vektorraumes als Linearkombination von x!, ..., x* darstellen lisst. Die Koeffizienten
A1, .., A\, sind dann die Koordinaten des Vektors x beziiglich der Basis x!, ..., x* (Beispiel:
Einheitsvektoren bilden die sog. Standardbasis). Man sagt auch, der Vektorraum werde
duch die Basis aufgespannt.

2.2 DMatrizen

Eine (mxn)-Matriz A € R™*" ist ein System von reellen Zahlen a;; € IR (miti =1,...,m
und j = 1,...,n), die in m Zeilen und n Spalten angeordnet sind:

a1 a2 ... Q1
91 A29 ... Qon,

A= . . . - (aij)(m,n)
Am1 A2 ... Gmn

10



Ein Vektor kann als Spezialfall einer Matrix (ndmlich als (n x 1)-Matrix bzw. als (1 X n)-
Matrix) aufgefasst werden.

Bei der transponierten Matrix AT werden Zeilen und Spalten vertauscht. Beispiel:

A — (011 Cl12> AT — (all a21>
21 G929 Q12 Q22
Offenbar gilt (A7) = A.

Fiir m = n heifit die Matrix A quadratisch. Die Elemente a1, ass, ...a,, bilden die Haupt-
diagnoale der Matrix. Eine Matrix, bei der alle Elemente unterhalb (oberhalb) der Haupt-
diagonalen Null sind, heifit, obere (untere) Dreiecksmatriz.

Besondere quadratische Matrizen sind die Finheitsmatriz I und die Nullmatriz O

10 ... 0 00 ... 0
01 ... 0 00 ... 0
I={(. . . 0o=1. . .
00 ... 1 00 ... 0

Bei einer vorgegebenen Zeilen- bzw. Spaltenzahl n schreibt man I,, bzw. 0,,. Es gilt: IT =1
und 07 = 0.

Es gilt fiir zwei (m x n)-Matrizen A und B:

A =B wenn a;; = b;; fiir alle Elemente
A >B wenn a;; > b;; fiir alle Elemente

A > B wenn a;; > b;; fiir mindestens ein Element und fiir alle anderen a;; = b;;
A°B  wenn A > Boder A=B

Dies gilt folglich auch fiir den Fall B = 0. Dann heifit A

positiv wenn A > 0
semipositiv. =~ wenn A >0
nichtnegativ. wenn A~0

2.3 Rechenregeln fiir Vektoren und Matrizen

Addition:
Sind A und B beides (m x n)-Matrizen, so ist

A + B = (CL,‘j + bz’j)(m,n)

Dieses elementweise Addieren gilt analog fiir Vektoren, also

1 Y1 1+

T2 Yo To + Y2
1T =

Ty, Yn Tn + Yn

11



Multiplikation mit einem Skalar:

Sei A € IR. Dann gilt:

)\A = (Aaij)(m,n)

Multiplikation zweier Vektoren (Skalarprodukt):

Seien x,y,z € IR" drei Spaltenvektoren, dann ist das Skalarprodukt von x und y gegeben
durch

X'y =xy=)
i=1

Das Ergebnis ist ein Skalar. Das Skalarprodukt hat folgende Eigenschaften:

e Esgilt xIx > 0 fiir alle Vektoren x und x?x = 0 genau dann, wenn x der Nullvektor
ist.

Es gilt xTy = yTx fiir beliebige Vektoren x,y.

Es gilt (A\x + uy)Tz = M\(x''z) + p(y’z) fiir beliebige reelle Zahlen \, i1 € IR.
Es ist vxTx die Linge des Vektors x.

Es ist xTy = 0 genau dann, wenn die Vektoren senkrecht aufeinander stehen.

Multiplikation zwieer Matrizen:

Sei A eine (m x n)-Matrix und B eine (n x k)-Matrix, so ist das Produkt

n

AB=C-= (Cij>(m,k) mit Cij = Z Ak bkj
k=1

Eine Multiplikation ist nur moglich, wenn die Spaltenzahl der ersten Matrix mit der
Zeilenzahl der zweiten Matrix iibereinstimmt. Die Reihenfolge der Mtatrizen ist daher bei
der Multiplikation nicht beliebig.

Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor:

Sei A eine (m x n)-Matrix und x = (21, g, ..., ¥,)7 ein Spaltenvektor im IR™. Dann ist
AX=y = (y1,Y2, - Ym)" mit y; = Zaik - T
k=1

Das Ergebnis ist also ein Spaltenvektor im IR™. Man nennt diese Multiplikation auch
Anwendung der Matrix A auf den Vektor x, weil die Matrix A als eine lineare Abbildung
des IR" auf den R™ aufgefasst werden kann.

Nullteiler:

12



Fiir Skalare a,b € IR gilt ab = 0 genau dann, wenn mindestens einer der Faktoren Null
ist. Das ist bei Matrizen nicht der Fall. Aus AB = 0 folgt nicht notwendigerweise A = 0
oder B = 0.

Inverse Matrix:

Fiir einen Skalar a € IR gilt: a=! = 1/a. Diese Operation ist bei Matrizen nicht auf diese

Weise moglich. Sei A eine (n x n)-Matrix. Dann ist eine inverse Marrix A~! gegeben,
wenn

AT7TA=AA=1,

Nicht jede quadratische Matrix besitzt eine entsprechende Inverse! Fiir nicht-quadratische
Matrizen gibt es verallgemeinerte Inversen, auf die hier nicht eingegangen wird.

2.4 Inversen und Determinanten

Determinante einer Matrix:

Die Definition der Determinanten orientiert sich daran, dass ein Kriterium fiir die Inver-
tierbarkeit von Matrizen gefunden werden soll. Die lineare Gleichung ax = b ist genau
dann nach z 16sbar, wenn a # 0, denn dann existiert ¢=! = 1/a und die Losung ist
x = b/a. Fiir einen Skalar gilt: deta = a.

Fiir jede (quadratische) (n x n)-Matrix A kann deren Determinante bestimmt werden:

n
det A =|A| = Z(—l)i+kaik|Aik|
k=1
wobei A, die Matrix ist, die aus A durch Wegstreichen der i-ten Zeile und der k-ten
Spalte entsteht. Man spricht auch von der Entwicklung nach der i-ten Zeile. A;; ist eine
Untermatriz von A.

Wir befassen uns iiberwiegend (2 x 2)- und (3 x 3)-Matrizen. Fiir diese gilt:

A = <CZ11 CL12> = det A = (—1)i+1ai1|Ai1| + (—1)i+2ai2|A,~2|
21 22

= Q11022 — Q21G12

11 Qaiz2 a3
A= |an ax azs = det A = ajjaass + ajpagsas; + aizaziass
a31 Q32 Aa33

— (13022031 — A12021033 — A11A23032

Letzteres ist die “Regel von Sarrus”. Merkschema:

a1 a2 a3 a1 a2
N\ % % /

21 22 Q23 21 22
/! x % N\

asy asz2 ass as1 as2

13



Eigenschaften einer Determinante:

e Die Determinante einer Matrix bleibt konstant, wenn ein Vielfaches einer Zeile (Spal-
te) zu einer anderen Zeile (Spalte) addiert wird.

e Die Determinante dndert das Vorzeichen, wenn zwei Zeilen (Spalten) vertauscht
werden.

o Es gilt det A = det AT,
o Es gilt det(AA) = A" det A.
e Es gilt det(AB) = det A - det B.

e Es gilt det A # 0 genau dann, wenn A~! exisiert.

Rang einer Matrix:

Der Rang Rg(A) einer Matrix A ist die Anzahl der linear unabhéngigen Spalten (Spalten-
rang) bzw. Zeilen (Zeilenrang). Es gilt fiir alle Matrizen: In jeder Matrix ist der Zeilenrang
gleich dem Spaltenrang (oder kurz: Rang).

Sei A eine (m x n)-Matrix. Es gilt:

e Rg(A) <mund Rg(A) <n.

e Fiir eine quadratische Matrix (m = n) gilt Rg(A) = n genau dann, wenn det A # 0,
d.h. wenn A~! exisiert.

e Es bleibt Rg(A) bei elementaren Umformungen konstant. Solche Umformungen
sind:
— Vertauschen zweier Spalten oder Zeilen
— Multiplizieren einer Spalte oder Zeile mit A € IR, X\ # 0.

— Addieren eines Vielfaches einer Spalte oder Zeile zu einer anderen.
Hat eine Matrix A mit n Zeilen oder Spalten den Rang n (den “vollen Rang”), so heifit
diese Matrix auch regulir. Ist Rg(A) < n, so ist die Matrix singuldr. Fiir quadratische
Matrizen gilt folglich: A~! existiert und es ist det A # 0 genau dann, wenn A regulir ist,
d.h. den vollen Rang hat.

Berechnung des Rangs durch das Gauss—Verfahren:

Durch rangerhaltende Umformungen wird die Matrix auf eine Dreiecksform gebracht, bei
der unterhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen stehen. Dies geschieht nach folgendem
Algorithmus:

14



1. Beginne bei a;;. Multipliziere die erste Zeile mit cy; = as1/a;; und ziehe sie von
der zweiten Zeile ab. Multipliziere dann die erste Zeile mit ¢3; = as;/ay; und ziehe
sie von der dritten Zeile ab usw. Im Ergebnis stehen in der ersten Spalte ab dem
Element a;; nur Nullen.

2. Fahre fort mit ag. Multipliziere die zweite Zeile mit ¢z = aga/ase und ziehe sie von
der dritten Zeile ab. Wiederhole dies analog mit der vierten Zeile usw.. Im Ergebnis
stehen in der zweiten Spalte ab dem Element ass nur Nullen.

3. Fahre mit den Elementen der Hauptdiagonalen solange fort, wie es noch Zeilen gibt.

Anschlieflend entferne man (sofern vorhanden) die Zeilen, welche nur Nullen enthalten.
Die Zahl der verbleibenden Zeilen gibt den Rang an.

Hat man den nach dem Gauss-Verfahren eine obere Dreiecksmatrix gebildet, ist auch leicht
die Determinante abzulesen. Sie ergibt sich aus dem Produkt der Elemente der Hauptdia-
gonalen. Wurden im Zuge des Gauss-Verfahrens Zeilen oder Spalten vertauscht, so ist die
Zahl der Vertauschungen zu beriicksichtigen: Bei einer geraden Zahl von Vertauschungen
bleibt das Vorzeichen erhalten, bei einer ungeraden Zahl kehrt es sich um.

Inverse einer Matrix:

Fiir die Inverse A~! der quadratischen Matrix A gilt: A~'A = I. Sie existiert genau dann,
wenn det A = |A| # 0, die Matrix also regulér ist. Berechung der Inversen: Vorausgesetzt,
die Inverse existiert, dann ist

- : i * ij 1Al
AT = (@) oy mit @ = (=1 !Aj|
1 L
alternative Notation: = _]A] ((_l)zH'AijDz;m)

wobei man die Matrix ((=1)""7|Ayj[){, ., auch Adjungierte nennt,

Ein Element (—1)""7|A;;| der Adjungierten heiit auch Adjunkte oder Kofaktor des Ele-
ments a;;. Die Determinante |A;;| heiit Minor von a;;. Beispiel: Sei

101
A=(110 mit |A] =2
01 1

Die Minoren sind

0 1 1
1) = ‘A12|:1,A13: (0 1) = ’A13|:1

1

0

1 1 1 0

<0 1) = |Agp| =1, Ay = <O 1) = |Ag| =1
11 ( )

0 1

1 0
A = (1 1) = |[An| =1, A =

0 1
Ay = <1 1> = |Ag|=-1, Ap=

1
11 = ’A33|:1
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Zusammen mit den durch (—1)"*/ bestimmten Vorzeichen erhilt man

L1 -1 r [T 1 -1 05 05 —05
A"l = 3 1 1 —-1] = 3 -1 1 1 ]l=11-05 05 05
1 1 1 1 -1 1 05 —05 05

2.5 Lineare Gleichungssysteme

Definition

Ein lineares Gleichungssytem ist gegeben durch Ax = b mit A als einer (m x n)-Matrix
und x € IR", b € IR™. Die Matrix A ist eine lineare Abbildung f : IR" — IR"™. Ausge-
schrieben lautet das System:

a1 + a9 + ...a1,T, = b1

A21T1 + Q22T + ...A2p Ty = by

Am1T1 + AmaTo + ..QynTn = by,

Losung:
Die Losungsmenge lautet
L :={x e R"|Ax = b}

Das lineare System kann keine, eine oder unendlich viele Losungen besitzen. Im Fall un-
endlich vieler Losungen existieren stets k Vektoren aus der Losungsmenge dergestalt, dass
sich jedes Element der Loésungsmenge als Linearkombination dieser Vektoren darstellen
lasst.

Beziehungen zum Rang von A:

Es gelten folgende Aussagen:

e Es existiert genau dann mindestens eine Losung, wenn Rg(A) = Rg(A|b) mit (A|b)
als der um den Spaltenvektor b erweiterten Matrix A.

e Fiir m < n, also weniger Gleichungen als Unbekannte, existiert keine eindeutige
Losung, weil Rg(A) <m < n.

e Fiir m > n, d.h. mehr Gleichungen als Unbekannte, und Rg(A) = n existiert
entweder keine Losung (falls Rg(A|b) > Rg(A)), oder genau eine Losung (falls
Rg(A[b) = Rg(A)).

e Fiir m > n, d.h. mehr Gleichungen als Unbekannte, und Rg(A) < n existiert
entweder keine Losung (falls Rg(A|b) > Rg(A)), oder es existieren unendlich viele
Losungen (falls Rg(A|b) = Rg(A)).
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e Fiir m = n und Rg(A) = n existiert immer eine eindeutige Losung.

Losung durch Gauss-Verfahren:

Man konstruiere eine erweiterte Koeffizientenmatrix in der folgenden Gestalt:

T Ty ce. Xy 1

a1 a12 e A1p b1
Ay = ag1 A ... Qg | by

Gm1  Ama - Qmn | Om

Beginnend mit der ersten Koeffizientenzeile fithre man wieder den oben beschriebenen
Gauss-Algorithmus durch, um diese erweiterte Matrix in eine Dreiecksform zu bringen,
wobei die Transformation sich auch auf die b; der letzten Spalte auswirken. Die nach jedem
Transformationsschritt entstehenden Matrizen heiflen Ag, A4, ..., A,,_1. In Abhéingigkeit
von r = Rg(A) ist dann die Losung (sofern sie existiert) durch sukzessives Einsetzen
zu ermitteln. Ist das System unterbestimmt, d.h. gibt es mehr Unbekannte als Gleichun-
gen, so konnen die Variablen x;,1, 49, ..., z, beliebig gewdhlt und die restlichen durch
sukzessives Finsetzen ermittelt werden.

Losung mit Hilfe der Inversen:

Sei A eine quadratische Matrix. Wenn A regulér ist, d.h. den vollen Rang besitzt, dann
existiert die Inverse A~! und die Losung des Systems Ax = b lautet:

AT'Ax=Ix=x=A"b

Losung mit Hilfe der Cramerschen Rgel:

Sei A eine quadratische reguldre Matrix, d.h. |A| # 0. Dann existiert eine eindeutige
Losung x = (1, ..., z,)T. Die Komponenten des Vektors lassen sich nach der Cramerschen
Regel bestimmen:

o = Al

C A

mit A; als der Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass die i-te Spalte durch den Vektor b
ersetzt wurde. Gegeniiber der Methode der Bestimmung der Inversen hat dies den Vorteil,
dass weniger Determinanten ausgerechnet werden miissen. Besonders vorteilhaft ist die
Cramersche Regel, wenn nicht alle Komponenten des Losungsvektors bendtigt werden.

2.6 Okonomische Anwendungen

Budgetbeschrankung:

Der nutzenmaximierende Haushalt unterliegt einer Budgetbeschréinkung dergestalt, dass
die Summe aller Ausgaben (Preise - Mengen) hochstens so gro sein darf wie das zur
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Verfiigung stehende Budget B, also z1p; + xaps + ... + ,p, < B, in Vektorschreibweise
xp < B. AuBlerdem muss das zu bestimmende Giiterbiindel semipositiv sein, also x > 0.

Inout-Output-Analyse:

In einer Volkswirtschaft gebe es mehrere Sektoren, die produzierte Waren an andere Sekto-
ren sowie an die Endnachfrage liefern. Andererseits setzt jeder Sektor Waren aus anderen
Sektoren sowie Faktorleistungen fiir die Produktion ein. In physischen Enheiten gerechnet
ergibt sich folgendes Input-Output-Modell:

Sektor 1 Sektor 2 ... Sektor n | Endnachfrage | Gesamtoutput
Sektor 1 q11 q12 G1n wy ¢
Sektor 2 21 22 Gon Wo D)
Sektor n Gn1 Gn2 Gnn Wy, Gn
Faktor 1 mi M1 Min m
Faktor 2 ™Mo Mmoo mop mo
Faktor k M Mo Min my

mit folgenden Bezeichnungen:

¢i;  Lieferungen von Sektor ¢ and Sektor j

w;  Lieferungen von Sektor i an die Endnachfrage
i Gesamtoutput von Sektor ¢

m;; Einsatzmenge des Faktors 7 in Sektor j

m;  insgesamt eingesetzte Menge des Faktors ¢

Sei nun A = (a;;) (nn) Mit a;; = ¢;j/q; als den Verbrauchskoeffizienten der Sektoren, sowie
B = (bij) (k,n) mit b;; = my;/q; als den Aufwandskoeffizienten de der Sektoren. Dann lautet
fiir die Bilanzgleichung fiir den Verbrauch:

q=Aq+w
und die Bilanzgleichung fiir den Aufwand ist:
m = Bq

Ist der Gesamtoutput bekannt, so kann man aufgrund der durch a,; ausgedriickten tech-
nologischen Beziehungen die Endnachfrage ausrechnen:

w=(I-A)qg
Ist die Endnachfrage bekannt, so ergibt sich der Gesamtoutput durch
q=(I-A)"'w

Dabei heifit (I — A)~! die Leontief-Inverse. Die Koeffizientematrix muss bestimmte Ei-
genschaften erfiillen, damit der Losungsvektor q > 0 positiv, also 6konomisch sinnvoll ist.
Entsprechend ist zur Befriedigung dieser Endnachfrage ein Faktoreinsatz in Hohe von

m=Bq=B(I-A)'w
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notwendig.

Multiplikatoren im keynesianischen IS-LM-Modell:

In einem keynesianischen IS-LM-Modell mit teils autonomen und teils zinsabhingigen
Investitionen I+ 1°(7) mit I < 0 (1. Ableitung von I°(7) nach 7), autonomen Geldangebot
M sowie einkommens- und zinsabhéingiger Geldnachfrage L(Y,4) mit Ly > 0 und L; < 0
(1. Ableitung von L(Y,4) nach Y bzw. i) ist ein simultanes Gleichgewicht auf Giiter- und

Geldmarkt gegeben durch

CY)+I')+I=Y

Gesucht ist die Anderung des Gleichgewichts bei einer dauerhaften Anderung der auto-
nomen Investitionen [. Differenzieren nach I ergibt

Cy -Yr+1I)-ir+1
Ly - Yr+L;-ig

Rearrangement der Terme ergibt

(Cy — DY+ I? - i;
Ly - Y+ L; -

In Matrixschreibweise

(% ) ()

N -~ N~
A X

Die Determinanten zur Anwendung der Cramerschen Regel sind

_ |y -1 1
al= |0
110

Al = 0 L
Gy —1) -1
|A2‘_‘ Ly 0

Losungen nach Cramerscher Regel:

L(Y,i) =M

=Y
=0

=1
=0

= Li(Cy —1) — Ly I’

ay . [A4

L;

A T T Al T -Gt Iy

di . |Ag

—Ly

al T A T ALt LyDd

Dies sind der Einkommens- und Zinsmultiplikator fiir eine Verénderung der autonomen

Investitionen.
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3 Funktionen einer reellen Variablen

3.1 Begriff und Eigenschaften von Funktionen

Gegeben seien zwei Mengen Dy und W. Es heifit D; auch der Definitionsbereich fon f
und W der Wertebereich. Eine Funktion f ordnet jedem Element aus Dj eindeutig ein
Element von W zu. Schreibweise:

f:Dy—W
y=f(r) mitzeDpyeW

Es heifit = auch die unabhdngige und y die abhdngige Variable, wobei noch nichts {iber
tatsichliche (6konomische) Kausalitdten ausgesagt ist.

Fiir reellwertige Funktionen f ist Dy C IR und W C IR, und falls der gesamte Definitions-
und Wertebereich zugelassen ist, schreibt man f : IR — IR. Eine Funktion einer reellwer-
tigen Variablen kann in einem Koordinatensystem grafisch dargestellt werden.

Ordnet f jedem z € Dy teilweise mehrere Elemente des Wertebereichs zu, so spricht man
von einer Funktion im weiteren Sinn oder genauer von einer Korrespondenz (wird hier
nicht weiter behandelt).

Eine Abbildung oder Funktion f ist eineindeutig (injektiv), wenn jedee Element des Wer-
tebereiches W genau einmal als Bildpnkt € D; vorkommt, also

21,29 € Dy mit f(z1) = f(z2) = 21 =29
Fiir eineindeutige Funktionen existiert eine Umkehrfunktion f~' mit

[ W — Dy
z=f"(y)

Seiy = f(z) und z = g(y). Dann ist g eine zusammengesetzte Funktion z = g(f(x)) = h(x)
und man schreibt dafiir h = f o g.

Es ist y = f(x) eine explizit formulierte Funktion. Dann heifit F(x,y) = F(z, f(z)) =0
eine tmplizite Funktion .

Eine Funktion heifit stetig an der Stelle xq, wenn sich zu jedem beliebig kleinen € > 0, ¢ €
IR ein 0 > 0,0 € IR finden lisst, so dass aus |z — x¢| < 6 stets |f(x) — f(xo)| < € folgt.
Gilt dies fiir alle zy € Dy, dann heifit die Funktion f insgesamt stetig. Alternativ: Eine
Funktion f heifit stetig, wenn lim, ., f(x) = f(xo), d.h. wenn der Abstand der Bildpunkte
aus dem Definitionsbereich infinitesimal klein wird, dann ist auch die Differenz der Punkte
des Wertebereichs infinitesimal klein, also im Grenzfall x — z( identisch. Es gibt folglich
keine “Spriinge” in der Funktion.

Eine Element z des Definitionsbereichs heifit Nullstelle von f, wenn f(zq) = 0.
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3.2 Spezielle Funktionen: Logarithmus- und Exponentialfunk-
tion

Wir beschéftigen uns nur mit speziellen Exponentialfunktionen in der Form
Yy = caf(””), a>0

wobei spezielle Varianten sein kénnen: a = e (Euelersche Zahl als Basis) und f(z) = x
als Exponent. Der Exponent kann auch negativ sein.

Die Logarithmusfunktion x = log, y ist die Umkehrfunktion zu y = a®.

3.3 Differentiation
Gegeben sei eine Funktion f : IR — IR. Der Differenzenquotient wird gebildet durch

Ay = f(z + Az) — f(z)
Ay flz+Az) — f(z)

Az Az

und der Differentialquotient ist dann der Grenzwert

d r+ Ax x

Der Differentialquotient ist eine lineare Approzimation der Funktion f an der Stelle x und
heift auch 1. Ableitung der Funktion f an der Stelle x.

Eine Funktion, bei der in x € Dy der Differentialquotient existiert, heifit differenzierbar im
Punkt x. Ist die Funktion fiir alle z € Dy differenzierbar, so heiit die Funktion insgesamt
differenzierbar.

Fiir die 1. Ableitung kann ggf. wiederum der Differentialquotient bestimmt werden. Exi-
stiert dieser an der Stelle x, so heiit die Abbildung f”(x) die 2. Ableitung von f an der
Stelle . Existieren die ersten und zweiten Ableitungen fiir alle Punkte z € Dy, so heifit
die Funktion zweifach differenzierbar.

Sind die ersten (zweiten) Ableitungen der Funktion stetig, so heifit die Funktion f auch
einfach (zweifach) stetig differenzierbar.
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Die Differentiationsregeln:

(%) = az® ", acR
(c fx)) =c f(2)
(f(2) +g())" = f'(2) + ¢'(2)
(f(z)-g(x))" = f'(2)g(x) + ¢'(x)f(x) (Produktregel)
f@)\" _ f2)g(x) - f(2)g () -
( (D) PEIE (Quotientenregel)
(f(9(2)))" = f'(9(2)) - g'(x) (Kettenregel)
—1 r_ 1
W)= )

=
&
I
Q)
8
i)
s
S—
I
Q)
8

Charakterisierung einiger Funktionseigenschaften anhand der 1. Ableitung:
Gilt fiir alle z € I C Dy:

f(z) >0, so ist f auf I monoton steigend

f'(z) >0, so ist f auf I streng monoton steigend
f(z) <0, so ist f auf I monoton fallend

f'(z) <0, so ist f auf I streng monoton fallend
f'(x) =0,  soist f auf I konstant

3.4 Taylorentwicklung

Der Unterschied zwischen Differenzen- und Differentialquotient ist, dass in letzterem Fall
der Grenziibergang gebildet wird. Es gilt nun:

Ay = f(z + Az) — f(z) = f'(x)Az + r(Az)
= flx+ Az) = f(z) + f'(x)Ax + r(Ax)

mit  lim r(Az)

Axz—0 |A(L’| =0
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so dass fiir kleine Anderungen Az der “Rest” r(Az) sehr klein wird, so dass approximativ
gilt:
[z + Az) = f(z) + f'(x) Az

Dies ist die sog. Taylorapprorimation 1. Ordnung. Der Funktionswert eines in der “Né&he”
von x liegenden Punktes kann also ndherungsweise durch die Ableitung von f an der
Stelle x (als lineare Approximation) bestimmt werden.

y=f(x) A ¢ (X)

/ f(x)

f(x+AX)

f(x)

X X+ A X X

Eine genauere Approximation erhélt man, wenn die zweite (und ggf. noch hohere) Ablei-
tung berticksichtigt wird. Die Taylorapproximation 2. Ordnung lautet dann:

Fla+ Ax) = f(z) + f/(@)Az + L " (2)A0 + p(Av)

f(o+ Ax) > f(2) + @)Dz + - f(2) Ad?

2
mit  lim p(Az) =0
Axz—0 |AZL‘|

3.5 Konvexitat und Konkavitat

Eine Funktion heifit konkav auf einem Intervall I C Dy, wenn fiir zwei beliebige x1, x5 € 1
und ein a € (0, 1) gilt:

flawy + (1 = a)rg) = af (1) + (1 = @) f(22)

bzw. streng konkav, wenn die strenge Ungleichung gilt. Eine Funktion heifit (steng) konvez,
wenn die Ungleichung mit < (bzw. <) gilt. Anschaulich: Bei einer konkaven (konvexen)
Funktion liegt der Funktionswert einer Linearkombination aus zwei Punkten des Intervalls
oberhalb (unterhalb) der Linearkombination der Funktionswerte dieser beiden Punkte.
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y=f(x) | y=Ff(x) 4
f(x2)

f(x2)

f(x1)

f(x1)

. 1 ; : X
x1 X2 x1 X2

DieKonkavitédt und Konvexitdat kann auch mit Hilfe der zweiten Ableitung charakterisiert
werden: Gilt fiir alle z € I C Dy:

f"(z) > 0,s0 ist f auf I konvex
f"(x) <0,s0 ist f auf I konkav

Ferner gelten folgende Ungleichungen: Es ist f konkav auf I genau dann, wenn f(x) —
flz+ Az) < f'(z + Ax)Ax fir alle z,z + Az € I. Gilt die strenge Ungleicung, so heifit
f streng konkav. Dasselbe gilt analog fiir Konvexitét.

3.6 Extremwerte

Eine in der Okonomik sehr hiufige Problemstellung ist die Bestimmung von Extremwer-
ten, also den oberen bzw. unteren Wendepunkten einer Funktion, vor allem bei Optimie-
rungsproblemen. Fiir eine Funktion f : IR — TR liegt in z, ein (lokaler) Extremwert vor,
wenn gilt:

f'(zg) =0 notwendige Beingung
f"(x9) # 0 hinreichende Bedingung
f"(x0) >0 Extremwert = Minimum
f"(x9) <0 Extremwert = Maximum

Ist die 2. Ableitung gleich Null, so liegt ein Wendepnkt und kein Extremwert vor.

Eine Funktion kann mehrere lokale Minima bzw. Maxima besitzen. Das globale Maximum
ist in xo gegeben, wenn f(zg) > f(z) fiir alle z € Dy (analog fiir das globale Minimum).
Fiir ein lokales Maximum gilt: Es existiert € > 0, so dass f(zg) > f(z) fir alle x €
U(xo) N Dy mit U(zg) = |z — 9| < e
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y:f (X) A

(globales) Maximum

AN

(lokales) Maximum

Minimum

3.7 Elastizititen

Fiir viele 6konomische Fragestellungen sind Aussagen in der Art “Um wieviele Einheiten
andert sich f(x), wenn sich x um eine Einheit d&ndert” problematisch, weil der Funktions-
verlauf von der gewéhlten Skalierung (z.B. DM, TDM, Dollar, Euro) abhéngt. Wichtiger
sind daher Aussagen beziiglich der relativen (prozentualen) Anderung von Gréfen, die in
Elastizitdten ausgedriickt werden:

_dyx _

€y () = f'(x)

x .
Cdvy y  flx)

s [ &

Beispiel: Gegeben sei die Nachfragefunktion z(p) = B/p. Die direkte Preiselastizitit der
Nachfrage ist

B p B1 ]
ECE,[):_ —2 -—:——ﬁz—

p* x(p)  py

z'(p)

Interpretation: Eine Erhohung des Preises um 1% fiihrt zu einer Verringerung der Nach-
frage um ebenfalls 1%.

Beispiel: Die Produktionselastizitéit des Faktors v bei einer Produktionsfunktion y(v) =
v ist gegeben durch

€yp = V" —— =a— =«

3.8 Okonomische Anwendungen

Grenzkosten, Grenzerlose, Grenzproduktivitét:

Zur Bestimmung der optimalen Angebotsmenge sind Kenntnisse der Grenzkosten und der

25



Grenzerlose notwendig. Beispiele fiir Kosten- und deren Grenzkostenfunktionen sind:
Kx)=K"t+cx = K(@)=c
K(z)=cx +di* —ex® = K'(z)=c+2dr — 3ex®
K()=c* = K'(z)=az*"

Gegeben sei eine lineare Nachfragefunktion x(p) = a — bp. Die Erlose sind entsprechend
E(p) = (a — bx)p = ap — bp*. Die Grenzerlse sind daher E'(p) = a — 2bp.

Gegeben sei eine partielle Produktionsfunktion y = cv®. Die Durchschnittsproduktivitit ist
gegeben durch y/v = cv® /v = cv®!, die Grenzproduktivitiit ist gegeben durch dy/dv =

cav® 1,

Gewinnmaximierung des Monopolisten:

Der Monopolist maximiert seinen Gewinn, d.h. er bestimmt den oberen Extremwert der
Gewinnfunktion. Diese ist gegeben durch G = p(z)r — K(x) mit p(z) = a — x und
K(x) = cx®. Es folgt:
G(z) = (a — x)r — ca® = ax — 2* — ca®
G'(z) =a—2x —2cx =0 (notwendige Bedingung)
. a
2-2
G"(x) = —2—2¢ <0 (hinreichende Bedingung fiir ein Maximum)

Da die 2. Ableitung negativ und konstant ist, ist die Funktion streng konkav auf IR.
Folglich ist die Losung z* ein globales Maximum.

Angenommen, der Nachfrageparameter a sei variabel. Die gewinnmaximierende Losung
x* hingt von a ab. Dann stellt F'(a,2*) = G'(a,x*(a)) = 0 (notwendige Bedingung) eine
implizite Funktion dar.

Preis- und Einkommenselastizitdt der Nachfrage:

Gegeben seien zwei Giiter 1, 2 mit den Preisen p;, po. Die Nachfrage nach z; sei z1(py, p2) =
E - (p2/p1)* mit E als dem Einkommen und 0 < a < 1. Unter Verwendung der Quotien-
tenregel erhélt man folgende Elastizitaten:

_(pa)“‘ E_(pz)“ E
mp=(—) —=|—"] —F—a=1
b1 L1 b1 E(Iﬁ)

p1

(07 (0%
__Epz b P1"Pr
€xypp — —C p(lx—‘,-l s ptlx—f—l =
pY
a—1 a—1
D2 D2 Py P2
€xrpp = OF =« =«
’ Py B 2
1

Interpretation: Steigt das Einkommen um 1%, so steigt der Konsum z; um 1%. Steigt der
Preis p; um 1%, so sinkt der Konsum z; um a%. Steigt der Preis des Substitutionsgutes
po um 1%, so steigt der Konsum von z; um a%.
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4 Funktionen mehrerer reeller Variablen

4.1 Darstellung von Funktionen

Analytische und grafische Darstellungsform:

Sowohl der Definitionsbereich als auch der Wertbereich sind nun Vektorrdume. Sei bei-
spielsweise f(x,y) = 2x -y, dann ist die Funktion f eine Abbildung f : IR x R — IR,
weil ja sowohl z als auch y aus dem IR stammen, oder verkiirzt geschrieben: f : IR* — IR.
Auch der Wertebereich kann ein Vektorraum sein. Sei z.B. y = f(x) = f(x1,...,z,) = Ax
mit x € R" und A als einer (m x n)-Matrix und somit y € R™, dann ist die Abbildung
f offenbar f : R" — IR™ (sog. lineare Abbildung). Im folgenden beschiftigen wir uns
ausschlieBlich mit Abbildungen vom Typ f: R" — IR.

Fiir den Fall n = 2, also f : IR*> — IR kann der Graph dreidimensional dargestellt werden.
Sei z.B. 2 = f(z,y) = 2%5y%5 dann zeigt die linke Abbildung den dreidimensionalen
Graphen, die rechte Abbildung zeigt die Funktion in Form von Hohenlinien.

Fiir ein fest vorgegebenes z; aus dem Wertebereich von f ist eine Hohenlinie auf dem
Nivbeau z, definiert als

{(z,y) € Dy f(2,y) = 20}

Implizite Funktionen:

Sei f:IR? — IR mit z = f(x,y) als explizit formulierter Funktion. Dann ist eine impli-
zite Funktion defiert als f(z,y) = 0, d.h. man betrachtet alle (z,y)-Kombinationen, bei
denen der Funktionswert f gleich Null ist. Man kann dann y als eine (implizit definierte)
Funktion y = g(z) auffassen, so dass f(z,g(z)) = 0.
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4.2 Partielle Ableitungen und totales Differential

Differenzen- und Differentialquotient:

Bei einer Funktion f : R" — IR mit y = f(x) kann der Differenzenquotient fiir die
Anderung des k-ten Elements des Vektors aus dem Wertebereich gebildet werden:

Ay flor, o, + Az, o, ) — f(21, 00y Tpy ooy Ty

Amk AiL‘k

und der Grebziibergang

of

) (x) = lim f(x1, o xp + Ay, ) — f(21, oo, Tpgy oy Tn)
al’k

Az —0 Axk

heilt partielle Ableitung von f nach xzj an der Stelle x. Dasselbe kann auch kiirzer in
Vektorschreibweise formuliert werden. Sei e, der k-te Einheitsvektor und h € IR. Dann
ist der Differenzenquotient:

Ay f(x+he) — f(x)

Azy, h
und der Grenziibergang
of <) — lim f(x+ hey) — f(x)
oxy, h—0 h

Alternative Schreibweisen der partiellen Ableitung sind:

of dy
e Lt O N A CO N A CY

Fiir die Bestimmung der partiellen Ableitung werden die iiblichen Differentiationsregeln
angewendet. Ahnlich wie im Fall f : R — IR kann die partielle Ableitung als Steigung
der Funktionen in Richtung der x;-Achse interpretiert werden.

Gradient:

Bildet man sédmtliche partiellen Ableitungen der Funktion f an der Stelle x, so heifit der
Vektor séamtlicher parteiler Ableitungen

(g_gi X), oo %(x)) = Vf(x)

Gradient von f an der Stelle x. Alternative ASchreibweise: V f(x) = grad(f)(x).

Totales Differential:

Andert sich der Vektor aus dem Definitionsbereich nicht nur in einem Element, sondern
insgesamt, dann ist die Anderung von y = f(x) durch die Anderung samtlicher x1, ..., z,,
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also durch samtliche partielle Ableitungen zu erkliaren. Entsprechend ist das totale Diffe-
rential definiert durch:

dy = =——d o + =——dz,, =
Y B xr1 + —i—axnx

of af i(‘)f

Hesse-Matrix:

Im Fall von Abbildungen einer reellen Variablen wurde darauf hingewiesen, dass die 1.
Ableitung f’(x) eine Funktion sei, die ggf. wieder nach x abgeleitet werden konnen (2.
Ableitung) usw. Im Fall von Funktionen mehrerer Variablen ist dies ebenfalls moglich,
falls die 1. Ableitung differenzierbar ist. Der Ausdruck

L (55 -5 de

8xk

ist die partielle Ableitung 2. Ordnung nach xj an der Stelle x. Im Gegensatz zum vorigen
Kapitel kann eine partielle Ableltung nach xj, evtl. auch nach einer anderen Variable, z.B.
x; abgeleitet werden (sog. gemischte Ableitung 2. Ordnung):

of [ of o
or, (a—xk) *) = Paez;

Bei einer Abbildung f : IR" — IR gibt es folgllich nicht nur n partielle Ableitungen 2.
Ordnung, sonden n - n dieser Ableitungen, die sich leicht in Matrixform darstellen lassen.
Es heifit

_*r _of
Ox10x1 e 0x10xn,
Vifx)=|[ :
02 f 02 f
oxrndr1 OLnOxn

die Hesse-Matriz von f ander Stelle x. Alternative Schreibweise: V2 f(x) = H(x). Es gilt

9% f 9% f

0@8% x 0xk8x]

X)

d.h. es ist unerheblich, ob zuerst nach x; und dann nach z; differenziert wurde oder um-
gekehrt. Die Hesse-Matrix ist demnach symmetrisch (die Elemente unterhalb der Haupt-
diagonalen sind spiegelbildlich zu den Elementen oberhalb der Hauptdiagonalen).

4.3 Taylorentwicklung

Seien x und x + h aus dem Definitionsbereich von f. Dann lautet die Taylorentwicklung
1. Ordnung (analog zum Fall einer reellen Variablen)

f(x+h)=f(x)+ Vf(x)h+r(h)

29



und die Taylorapproximation 1. Ordnung ist
f(x+h) = f(x) + V/(x)h

Entsprechend lautet die Taylorentwicklung 2. Ordnung
1
fx+h) = f(x) + V/(x)h + h'Vf (x)h + p(h)
und die Taylorapproximation 1. Ordnung

f(x+h)~ f(x)+ Vf(x)h+ %h'VQf(X)h

wobei r(h) und p(h) die entsprechenden “Restterme” sind, die bei der Approximation
vernachléassigt werden.

Es sind Taylorentwicklungen bzw. -approximationen héherer Ordnung moglich. Fiir eine
unendlich oft partiell differenzierbare Funktion verschwindet der Restterm mit der Zahl
der gegen unendlich gehenden Glieder der Taylorentwicklung.

Beachten Sie: Der Ausdruck fiir das totale Differential (siche oben) entspricht einer
Taylorapproximation 1. Ordnung. Wird also das totale Differential in 6konomischen Zu-
sammenhéngen benutzt, um Aussagen iiber absolute GroBendnderungen zu treffen, wird
ein (kleiner) Approximationsfehler auftreten.

4.4 Konvexitat und Konkavitat

Charakterisierung:

Fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen gilt im Prinzip dasselbe wie fiir den bereits
dargestellten Fall f : IR — IR. Zunéchst ist kurz der Begriff der konvexen Menge zu
erklaren: Eine Menge [ ist konvex, wenn fiir zwei beliebige x,y € I und alle « € [0, 1]
gilt: ax + (1 — o)y € I, d.h. die Linearkombination zweier Punkte aus der Menge liegt
wiederum in der Menge. Sei nun I C Dy eine konvexe Menge. Dann heifit die Funktion
f:R"— R

1. konkav auf I, wenn fiir alle x,y € I und alle a € [0, 1] gilt: f(ax+ (1 — a)y) >
af(x)+ (1 — a)f(x) (und streng konkav, wenn die strenge Ungleichung gilt),

2. konvez auf I, wenn fiir alle x,y € I und alle a € [0,1] gilt: f(ax+ (1 — a)y) <
af(x)+ (1 — a)f(x) (und streng konver, wenn die strenge Ungleichung gilt).

Ferner gilt: Ist f (streng) konvex, dann ist —f (streng) konkav.

Gradientenungleichung:

Eine andere Charakterisierung der Konkavitit bzw. Konvexitét verwendet den Gradienten
(sog. Gradientenungleichung):
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1. Es ist f genau dann auf I konkav, wenn f(x) — f(y) < V/f(y)(x —y) fiir alle
x,y € 1.

2. Es ist f genau dann auf I konvex, wenn f(x) — f(y) > Vf(y)(x —y) fir alle
x,y € 1.

Charakterisierung iiber V2 f:

Eine weitere Charakterisierung verwendet die zweiten partiellen Ableitungen, also die
Hesse-Matrix: Es ist f genau dann konkav (konvex) auf I, wenn V2 f(x) negativ (positiv)
semidefinit ist fiir alle x € I. Positiv semidefinit bedeutet dabei, dass x'Hx > 0 fiir alle
x € I,x # 0 mit H als der Hesse-Matrix (analog negativ semidefinit mit <). Es ist f
streng konkav (konvex) auf I, wenn die Hesse-Matrix negativ (positiv) definit ist, also
x'Hx > 0 (bzw. mit <). Zum Begriff der Definitheit von Matrizen siche den néchsten
Abschnitt.

4.5 Extremwerte

In Analogie zum Fall f : IR — IR ist die notwendige Bedingung (1. Ordnung) fiir einen
Extremwert
Vix*)=0

d.h. sémtliche partielle Ableitungen miissen an der Stelle x* Null sein.

Da diese Bedingung fiir Maxima wie fiir Minima zutrifft, ist die hinreichende Bedingung
(2. Ordnung):

o Lokales Mazimum, wenn V?f(x*) negativ definit ist, d.h. x'V?f(x*)x < 0 fiir alle
x € Ds,x#0.

o Lokales Minimum, wenn V?f(x*) positiv definit ist, d.h. xX’'V2f(x*)x > 0 fiir alle
x € Ds,x#0.

Um die positive bzw. negative Definitheit von Matrizen festzustellen, gibt es einige Kri-
terien, von denen hier lediglich das Hauptminoren-Kriterium und auch dieses nur fiir den
Fall n = 2 vorgestellt werden soll. Hauptminoren sind die Determinanten von Teilmatri-
zen einer Matrix A, die wie folgt gebildet werden: Streiche alle Zeilen und Spalten bis auf
die erste, die ersten beiden, die ersten drei... usw. Beispiel:

1 2 3 1 9 1 2 3
A=|45 6|, |A=]1] |A2|=‘4 5’, [As] =[Al =14 5 6
78 9 78 9

Es gilt nun:

e Eine Matrix H ist positiv definit, wenn alle Hauptminoren positiv sind, also |H;| >
0,...,|Hp1| > 0,|H| > 0. Im Fall n = 2:

_O*f O f O f

* * an
H = A6 - ( e

2
(X*)) >0 und ‘Hll = 8—:6%()(*) >0
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e Eine Matrix H ist negaiv definit, wenn alle Hauptminoren alternierende Vorzeichen
haben: (—1)*/Hg| > 0,k =1,..n. Im Fall n = 2:

0? 0? 0?
oy f<*)_( /

HI =52 52 ) = gan,

2 f

2
Oxy

(X*)) >0 und |Hy|= (x*) <0

Ist |H| < 0, so liegt kein Extremwert vor. Ist |H| = 0, so kann keine Entscheidung getroffen
werden.

Beispiel: Sei y = f(x1,22) = —x122 + 22 + 23. Notwendige Bedingung fiir ein Extremum
ist

0

%(331,332) = —X2 + 2.171 =0
1

0

—(ZEl,Ig) = —x + 2%2 =0

81'2

mit der Losung 27 = 0, 25 = 0. Die Hesse-Matrix ist gegeben durch

VQf(th]Q) — (_21 —21>

mit der Determinante
V2 f(a1,23)] = 3> 0
sowie
0 f

—(27,23) =2>0
ax% 1) %2

Es handelt sich also um ein Minimum.

4.6 Partielle und totale Elastizitiaten

Partielle Elastizitat:

Fiir eine Funktion y = f(x) = f(z1,...,x,) ist eine partielle Elastizitét definiert als das
Verhéltnis einer relativen (margianlen) Anderung von y bei einer relativen (marginalen)
Anderung eines xy, also:

o7 (x
€y,x (X) = 8g> = af

Homogene Funktionen:
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Es konnen sich allerdings auch alle exogenen Variablen x4, ..., z,, &ndern. Hier unterstellen
wir den Fall homogener Funktionen, welche wie folgt definiert sind: Eine Funktion f heifit
homogen vom Grade r, wenn fiir alle x € D; und fiir alle A € R gilt:

FOAx) = f(Axq, .., Ax,) = N f(x)

Wenn also die exogenen Variablen alle um das A-fache veréndert werden, so dndert sich
die endogene Variable um das \"-fache.

Eulersche Homogeniétsrelation:

Die Funktion f : R" — IR sei homogen vom Grade r, so gilt fiir alle x € D die Beziehung:

€yar (X) + €2 (X) + oo+ €0, (X)

4.7 Okonomische Beispiele

Indifferenzkurven und Isoquanten:

Gegeben sei die Produktionsfunktion Y = vy 4+ 0.5v5. Die Abbildung zeigt die Funktions-
darstellung in Form von Hohenlinien (Isoquanten):

Multiplikatoren und Haavelmo-Fall:

Gegeben sei ein einfaches makrotkonomisches Giiter- und Geldmarktmarktmodell mit
zinsabhéngigen Investitionen /(7) und einkommensabhéingigem Konsum C(Y') sowie zins-
und einkommensabhéngiger Geldnachfrage L(Y,¢) sowie autonomem (fixem) Geldangebot
M. Wie dndert sich das Gleichgewichtseinkommen, wenn sich das Geldangebot verdndert?
Die Gleichgewichtsbedingungen fiir Giiter- und Geldmarkt sind:

Y=C)+I1(i)
M = L(Y,1)
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Die totalen Differentiale lauten entsprechend

dcC dI

Y = —dY + —di
d de +didZ
oL oL
M= —dY + —di
d (9Yd + (%dz

(Beachten Sie den Unterschied von d und 9). Aus dem vorigen Kapitel ist bekannt wie
mit Hilfe der Cramerschen Regel der gewiinschte Multiplikator abgeleitet werden kann:

dl
dy dr

= dC\ oL , dl oL
dM (1-3) 5 + G5y

Betrachten wir nun den Giitermarkt mit autonomen Investitionen I* und zusétzlich auto-
nomen Staatsausgaben G*. Das Einkommen der Haushalte werde mit einer Steuer belegt.
Das fiir den Konsum wverfiigbare Einkommen ist Y = Y¥(Y, T'). Die Gleichgewichtsbedin-
gung lautet

Y =C(YU(Y,T)) + I + G

Es sei angenommen, dass sich die Staatsnachfrage erh6ht und diese Staatsausgabenerh6hung
durch zusétzliche Steuern finanziert wird: dG* = dT'. Die autonomen Investitionen &ndern
sich nicht (dI* = 0). Das totale Differential ist dann (Kettenregel und totales Differentiall)

dC [ 9Y" oY .
Y = ( S dY + dT) +dG
~
dC oY dC dY™ .
(1_dYa aY)dY: (HWaT)dG

und wegen 0YV/0Y =1 und 0Y"/0T = —1
dY = dG*

Der Staatsausgabenmultiplikator fiir den Fall dG* = dT ist also 1.

Gewinnmaximierung im Mehrproduktfall:

Ein Unternehmen stelle die zwei Produkte x1, o her und biete sie jeweils als Monopolist
an. Da die Produktionsprozesse voneinander abhéngen, entstehen Gesamtkosten in Héhe
von K(z1,x9) = 2x1 + 325 + 0.52129. Die Nachfrage nach den Produkten sei gegeben
durch p; = 100 — 27 + 0.529 und p; = 80 — x5 + 0.521. Die Gewinnfunktion lautet:

G = p121 + paws — K(21, 22)
= (100 — 1 + 0.5x9)x1 + (80 — xo + 0.5x1)xy — 221 — 329 — 0.521 29
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Notwendige Bedingung fiir ein Optimum ist

8_G =98 — 221 +0.522 = 0
al’l
oG
- :77—2$2+051'1 =0
81'2

Das ist ein lineares Gleichungssystem mit der Losung =7 = 62.533, x5 = 54.133. Hinrei-
chend fiir ein Maximum:

~2 0.5
H= (0.5 —2>

mit [H|=3.75>0 und [Hj|=-2<0

Produktionselastizitaten:

Gegeben sei die Produktionsfunktion Y = F(K, A) = A%K%3 (A = Arbeit, K = Kapi-
tal). Die partiellen Produktionselastizitdten von Kapital und Arbeit lauten:

oF A 04503 A

€y, A = JAY =0.6A" K" 06005 =0.6
OF K 0.6 1-—0.7 K

€y Kk = IKY =0.34"°K " {0603 =0.3

und die totale Produktionselastizitat ist
(/\A)O'G()\K)O'3 _ )\O.GAO.G)\O.BKO.S — )\O'QF(K, A)

d.h. F" ist homogen vom Grade 0.9 = ey 4 + €y k.

5 Statische Optimierung

5.1 Allgemeine Grundlagen

Okonomisches Prinzip:

Das 6konomische Prinzip, welches annahmegeméfl den Individualentscheidungen zugrun-
deliegt, besagt, dass mit gegebenen Mitteln der Zielerreichungsgrad maximal sein soll,
bzw. dass ein gegebenes Zielniveau mit moglichst geringem Mitteleinsatz erreicht werden
soll. Im Kern kann man ¢konomische Probleme also generell als Optimierungsprobleme
gef. unter Restriktionen beziiglich der Entscheidungsvariablen auffassen.

Optimierungsproblem:

Sei f: Dy — IR mit Dy CIR" und B C Dy. Dann heifit

f(x) — max mit x € B
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Optimierungsproblem unter der Nebenbedingung x € B. Fir B = D; = IR" heifit das
Optimierungsproblem unrestringiert, d.h. es gibt keinerlei Beschrinkungen fiir x. Beach-
te: f(x) — maxy = —f(x) — miny, d.h. ein Maximum der Funktion f ist immer ein
Minimum der Funktion —f. Wir werden uns daher im folgenden ausschliellich mit Ma-
ximierungsproblemen befassen. Alternative Schreibweisen fiir die Maximierung;:

max f(x) mitx e B oder: max f(x)
X pS

Lokale und globale Losung;:
Ein Vektor x* € B heifit

e globale Losung des Optimierungsproblems, wenn f(x*) > f(x) fiir alle x € B,

e [okale Losung des Optimierungsproblems, wenn ein € > 0 existiert, so daf f(x*) >
f(x) fiir alle x € B mit /(x — x*)/(x — x*) < € (d.h. Funktionswert ist an der Stelle
x* grofer als in einer sog. e-Umgebung von x*).

Offenbar ist jede globale Losung auch eine lokale, aber nicht umgekehrt.

Wichtige Resultate:

e (Satz von Weierstra$}) Ist die Funktion f stetig und B nichtleer und kompakt (d.h.
beschrinkt und abgeschlossen), dann besitzt das Optimierungsproblem mindestens
eine globale Losung.

e Sei B konvex und f stetig und konkav auf B. Ist x* eine lokale Losung des Opti-
mierungsproblems, dann ist es auch die globale Losung.

5.2 Maximierung ohne Nebenbedingungen

Allgemeines:

Gegeben ist das unrestringierte Optimierungsproblem f(x) — max, mit f : R" — R
und x € IR". Fiir unrestringierte Probleme wurden die notwendige und hinreichende
Bedingung (bzw. Bedingungen 1. und 2. Ordnung) fiir ein Maximum bereits dargestellt
und werden hier nur kurz wiederholt:

e Bedingung 1. Ordnung: V f(x*) = 0.
e Bedingung 2. Ordnung: V? f(x*) ist negativ definit.

Fiir ein lokales Mimimum muf entsprechend V?2f(x*) positiv definit sein. Im Fall, dass
V2 f(x*) indefinit ist und V f(x*) = 0, handelt es sich um einen Sattelpunkt. Dies setzt
offenbar voraus, dass f mindestens zweimal stetig differenzierbar ist. In Verbindung mit
den allgemeinen Resultaten des vorigen Abschnitts ergibt sich: Ist f konkav (konvex) auf
IR" und Vf(x*) = 0, dann ist x* € IR" ein globales Maximum (Minimum) von f (die
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Bedingung 2. Ordnung ist durch die Konkavitdt bzw. Konvexitdt bereits abgedeckt, die
ebenfalls iiber die Hesse-Matrix V2 f(x*) charakterisiert wird).

Beispiel:

Ein allgemeines Beispiel wurde bereits im vorigen Kapitel bei der Extremwertbestimmung
gegeben. Im folgenden wird ein Optimierungsproblem aus der Okonometrie skizziert. An-
genommen zwischen den exogenen Variablen zi,...,x, und der endogenen Variablen y
bestehe ein linearer Zusammenhang;:

y=01x1+ Paa + ... + By +u = U+Zﬂz$z
i=1

mit v als Storgrofle. Es liegen nun m empirische Beobachtungen von x4, ..., x,,y vor,
und die Koeffizienten i, ..., 3, sollen nun so geschétzt werden, dass die Abweichungen
Uy, ..., Uy, der tatséchlichen Daten vom geschétzten Zusammenhang moglichst klein sind,
genauer: die Quadratsumme der Fehler soll minimiert werden. Das Schétzmodell lautet
in Matrixschreibweise

y=XG+u

wobei y der (m x 1)-Vektor der beobachteten y-Werte, X die (m x n)-Matrix der n
verschiedenen und jeweils m-fach beobachteten z;-Werte und u der (m x 1)-Vektor der
Abweichungen (Fehler, Storgrofien) ist. Gesucht ist ein (n x 1)-Vektor der Parameter f3;,
bei dem die Quadratsumme der Fehler, also u'u minimiert wird:

minwu = (y — X9)(y - X)
=y'y —2Xy3+ (X'B)(X'B)
Die notwendige Bedingung fiir ein Optimum ist
—2X'Y +2X'X3 =0
Auflésen nach 3 ergibt
f" = (X'X)"' X'y

Da 2X'X stets positiv definit ist, ist die hinreichende Bedingung fiir ein Minimum erfiillt.
Man nennt * den Kleinste-Quadrate-Schdtzer fiir die Koeffizienten [3;. Dieser Schétzer
wird in der empirischen Wirtschaftsforschung sehr haufig verwendet.

5.3 Maximierung mit NB in Gleichungsform

Allgemeines:

In der Regel ist die Wahl moglicher Entscheidungsvariablen begrenzt, d.h. man optimiert
unter Nebenbedingungen (NB). Beispiel: Der Haushalt kauft Konsumgiiter unter der Ne-
benbedingung eines begrezten Budgets, das Unternehmen minimiert die Kosten unter
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der Nebenbedingung eines gegebenen Outputniveaus, es maximiert seinen Gewinn unter
der Nebenbedingung gegebener Kapazitdten usw. Haufig lassen sich diese Bedingungen in
Gleichungsform schreiben. Die allgemeine Formulierung des Optimierungsproblems lautet

f(x)—>m3x mit x € B = {x € R"|g(x) = 0}

Die m Restriktionen werden grundsétzlich in der Form g(x) = 0mit g : R" — IR™,m <n
angegeben bzw. entsprechend umgeformt (alternative Schreibweise: g;(x) = 0 mit g; :
R" — IR,i =1,...,m.) Dabei sei auch g stetig differenzierbar. Das Optimierungsproblem
hat n — m Freiheitsgrade, d.h. ebenso viele unabhéngige Variable. Wire m = n, dann
hétte bereits das lineare Gleichungssystem ¢(x) = 0 eine eindeutige Losung und es gébe
nichts mehr zu optimieren.

Lagrange- Ansatz:

Gegeben sei das angegebene Optimierungsproblem mit Restiktionen in Gleicungsform.
Eine notwendige Beidngung fiir ein Optimemum ist, wenn die partiellen Ableitungen der
Lagrangefunktion L(x,\) = f(x) — Ng(x) gleich Null sind:

VI(x") = \"Vg(x7)
9(x")

Die partiellen Ableitungen von L nach Aq, ..., A\, sind die Nebenbedingungen selbst und
somit ohnehin gleich Null. Die Lagrange-Funktion hat wegen der Lagrange-Parameter
A = (A1, .., A\p) insgesamt n + m Variable und die notwendige Bedigung (zusammen mit
den Nebenbedingungen) auch n + m Gleichungen.

0
0

Bemerkung zum Beweis:

Der Beweis, weshalb dies die notwendige Bedingung ist, benutzt das Konzapt der im-
pliziten Funktionen: Durch das Gleichungssystem g(x) = 0 (also m Gleichungen mit n
Unbekannten und m < n) werden bei Setzung von m Variablen, die restlichen n — m
Variablen implizit festgelegt. Sei nun x(;) der Teilvektor der n — m implizit bestimmten
Variablen und x(zy der Teilvektor der m festgelegten Variablen und somit x = (x(1), X(2)),
dann kann man die Zielfunktion auch als f(g(x()), X(2)) schreiben und erhélt so ein un-
restringiertes Optimierungsproblem. Die notwendige Bedingung V f (X’{Q)) = 0 erfordert
dann die Kettenregel bei der Differentiation. Zusammen mit dem sog. Satz tiber implizite
Funktionen, der hier nicht behandelt werden soll, kann der Lagrange-Ansatz umittelbar
abgeleitet werden.

5.4 Maximierung mit NB in Ungleichungsform

Héaufig liegen die Restriktionen in Form von Ungleichungen vor, bspw. maximiert der
Haushalt seinen Nutzen aus Konsum, indem seine Ausgaben fiir Konsum streng genom-
men hochstens so hoch wie das Budget ist. Ein Unternehmen maximiert seinen Gewinn
durch Setzung von Preisen oder Mengen, die natiirlich nicht negativ sein diirfen, also
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p > 0 bzw. x > 0. Wenn von vornherein nicht klar ist, ob die Restriktionen bindend sind
oder nicht, kann der einfache Lagrange-Ansatz nicht verwendet werden.

Konzept der zuldssigen Richtung:

Ausgangspunkt sei ein beliebiges x € B, wobei B aufgrund der Restriktionen eine Teil-
menge des IR" ist. Vom Punkt x aus darf man sich nur in diejenigen Richtungen bewegen,
in der die Restriktionen noch erfiillt sind. Formal: Ein Vektor d € IR" ist eine zuléssige
Richtung in x, wenn ein a > 0 existiert, so dass x+ed € B fiir ein € € [0, a]. Sei Z(x) die
Menge aller zuldssigen Richtungen in x. Falls keine Restriktion in x bindend ist, also x
ein sog. innerer Punkt von B ist, dann darf man in alle Richtungen gehen (Z(x) = IR").
Erst wenn fiir x mindestens eine Restriktion bindend ist, ist die Menge aller zuldssigen
Richtungen eingeschrénkt.

Nicht alle zulédssigen Richtungen erhohen auch den Funktionswert der Zielfunktion. Ein
Vektor d € Z(x) ist eine aufsteigende zuldssige Richtungm wenn V f(x)d > 0 ist. Der
Gradient V f(x) gibt ja die Steigung der Funktion in jeweils einer Variablen an, ist also
insgesamt der Vektor des steilsten Anstiegs der Zielfunktion.

Falls x* ein lokales Maximum von f ist, dann gilt fiir alle zuldssigen Richtungen d € Z(x*):
Vx*)d <0

d.h. es gibt keine zuléssigen aufsteigenden Richtungen mehr. Sind im Maximum die Re-
striktionen nicht bindend, dann ist Vf(x*) = 0 wie im Fall ohne NB und fiir jeden
beliebigen Vektor d € IR" ist die Ungleichung erfiillt.

Spezielfall: Nichtnegativitatsbedingung

Gegeben sei das Optimierungsproblem
f(x) — max mit x € B = {x € R"|x > 0}

Der Definitionsbereich von f ist zwar der gesamte IR", die Losung soll aber nicht negativ
sein: x > 0. Notwendige Bedingung fiir ein Optimum ist

1. Vfx"H<O0
2. Vfx")x*=0

Bemerkung:

Der erste Teil ergibt sich aus V f(x*)d < 0 mit d als den Einheitsvektoren. Der zweite
Teil der Bedingung ergibt sich aus em Konzept der zuldssigen Richtung. Da der nichtne-
gative Teil des IR"™ konvex ist, ist auch jede Linearkombination zweier Vektoren aus dem
zuldissgen Raum wiederum eine zuléssige Richtung. Die Losung x* ist immer eine zuldssi-
ge Richtung, da nichtnegativ. Dies gilt auch fiir die Linearkombination von x* mit dem
Nullvektor. Fiir einen Schritt in Richtung (0 — x*) gilt wegen V f(x*)d > 0 (siche oben)
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nun: V f(x*)(0—x*) > 0 und nach elemntaren Umformungen V f(x*)x* < 0. Weil x* aber
auch der Losungsvektor ist, fiir den gilt: V f(x*)x* < 0, konnen beide Ungleichungen nur
erfiillt sein, wenn V f(x*)x* = 0.

Beispiel:

0.5,.0.5
1 2

Sei f(x1,22) = —2]°25° — maxy, 5, mit 23 > 0,22 > 0. Es ist im Optimum

Vf(x) = <g—£(x*), g—;;(x*)) = (=0.527"%25", —0.529°2;"%) < (0,0)

sowie

130'5 1'0'5
V)Xt = —05m (W) ~05m 5 =0
2

$1'

= 200197 =0 = 2} =0,25=0

Allgemeiner Fall einer Ungleicungsrestriktion:

Allgemein lautet das Optimierungsproblem:
f(x) — max mit x € B = {x € R"|g(x) < 0}

d.h. ggf. miissen die Nebenbedingungen in diese Form gebracht werden. Auch die Nicht-
negativitdtsbedingung kann als spezielle Funktion g(x) = —x < 0 ausgefasst werden. Es
ist wiederum g : R" — IR™ (bzw. ¢g; : R" — IR,7 = 1,...,m), aber im Unterschied zu
Restriktionen in Gleichungsform muss nicht m < n gelten.

Die mathematischen Grundlagen fiir eine allgemeine Herleitung der Losung eines Maxi-
mierungsproblems mit Ungleichungs-Restriktionen sind relativ kompliziert. Ein entschei-
dender Punkt ist, dass die Nebenbedingungen bestimmten Voraussetzungen (Regularitéts-
bedingungen) geniigen miissen. Diese sollen sicherstellen, dass im Optimum x* alle Schrit-
trichtungen, die in das Innere von B oder auf den Rand von B zeigen, zuléssig sind. Da-
mit soll z.B. ausgeschlossen werden, dass die Erfiillung sdmtlicher Nebenbedingungen nur
noch vereizelte (singulére) Punkte zulassen, bei denen jede Schrittrichtung bereits aus B
hinausfiihrt.

Slater-Bedingung: Seien g;(X), ..., gm(X) konvex und es existiert ein x¢ mit g;(xg) < 0,7 =
1,...,m, d.h. es gibt innere Punkt von B. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, dann existieren
auch im Optimum zuléssige Schrittrichtungen etwa in das Innere von B. Alternativ zur
Slater-Bedingung geniigt es, wenn die Gradienten zumindest der im Optimum aktiven
Restriktionen voneinander linear unabhingig sind.

Kuhn-Tucker-Theorem:
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Sei x* die Losung des Optimeirungsproblems mit Restriktionen in Ungleichungsform.
Dann existiert ein nichtnegativer Vektor u € IR™ mit

Vf(x*) —uVg(x") = Vf(x") — Zungi(x*) =0

ug(x*) = Zuigi(x*) =0

i=1
g(x*) <0 (=Nebenbedingungen)

Der Vektor u kann wieder als Vektor von Lagrange-Parametern aufgefasst werden. Falls
u = 0, also keine der Restriktionen bindend ist, dann muss folglich V f(x*) = 0 gelten.
Die erste Bedingung kann geometrisch interpretiert werden: Der Gradient der Zielfunktion
kann im Optimum als Linearkombination der Gradienten der aktiven Nebenbedingungen
aufgefasst werden.

Beispiel:
Sei f(z1,72) = ¥1 + T9 — max,, 5, unter den NB g (21, 22) = 23 — 29 < 0, go(w1,79) =
z9 — 1 < 0. Die Gradienten sind somit
Vf(X*) = (17 1)7 v.gl(X*> - (2:51(7 _1)7 v92<X*) - (07 1)
Die Kuhn-Tucker-Bedingungen fiithren zu

1—2U1{L‘1—0:0 (*)
1+U1—U2:0 (**)

sowie aus der zweiten Bedingung

up (2] — 29) +ug(wy — 1) =0

Angenommen wu; = 0, d.h. die erste Restriktion wée nicht bindend. Dann fiihrt (*) aber
mit 1 = 0 zu einem Widerspruch. Folglich ist die erste Restriktion bindend (u; > 0)!
Wenn aber u; > 0, dann folgt aus (**) auch uy = 1+ u; > 0, d.h. die zweite Restriktion
ist ebenfalls bindend. Aus den NB folgt 22 < x, < 1 und somit |z;| < zy. Die zweite
Bedingung kann dann nur erfiillt sein, wenn g;(z1,22) = 0 und go(x1,z2) = 0. Daraus
folgt xo = 1 und x; € {—1,1}. Da aber aus (*) folgt: 2u;zqy = 1 und u; > 0 muss folglich
x1 = 1 der Fall sein. Die Losung lautet folglich x* = (1,1) und die Lagrange-Faktoren
sind u = (0.5,0.5).

5.5 Okonomische Beispiele

Minimalkosten-Kombination:
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Der Output werde durch eine Produktionsfunktion y = f(vy,v2) = 07093 beschrieben.

Der gewiinschte Output sei y = 100. die Faktorpreise seien ¢; = 1,9, = 2, die Kosten
folglich K (vy,v2) = 1lvy 4+ 20y — min,, ,, unter der Nebenbedingung 100 — f(vy,v2) = 0.
Die Lagrangefunktion lautet L(vy,va, A) = v1 + 205 + A(100 — v9709®). Die notwendigen
Optimalitatsbedingungen sind

L

0 =1—X0.7v; %3093 =0
81}1

oL _
agzz—Ao&@%szo

oL
glemy—ﬁTQS_o

Umstellen der ersten beiden Gleichungen und Teilen der ersten durch die zweite umge-
stellte Gleichung ergibt

1 0.707%%003  Tuy
2 03007p;,07 T 3,
14

V1 = —V2

3
Einsetzen in die dritte Bedingung ergibt

140 14
mo-(:;> mo-(g) vy = 0

3\ 07
=1 — ~ 34.02
= Uy 00 (14> 34.0

= v >~ 158.57

Optimaler Konsumplan:

Ein Haushalt habe die Nutzenfunktion u(z1,29) = 3", log(1 + ;). Die Preise seien p; =
1, po = 1 und das Budget sei y = 20, die Nebenbedingung also x1 + x5 —20 < 0. Die Slater-
Bedingung ist erfiillt, weil es Punkte “im Inneren” des zuléssigen Bereiches gibt (ndmlich
unterhalb der Budgetgeraden). Die Lagrangefunktion lautet L(x,u) = > 7 log(1 4 ;) —
u - (1 + 22 — 20). Die Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten

oL

_— —u:o

8931 ZL’1—|—1

oL 1

— = —u=0

81’2 1’2+1
U(I1+ZL’2—20):O

u>0

ZL‘1—|—$2—20§0

Angenommen, die Restriktion sei nicht bindend, also v = 0. Dann sind die letzten drei
(Un-)Gleichungen erfiillt. Aus den ersten Gleichungen folgt dann 1/(z; + 1) = 0, also
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x; = 00. Das steht in Widerspruch zur Nebenbedingung. Folglich muss die Restriktion
bindend sein, also u > 0. Dann ist die dritte Gleichung nur erfiillt, wenn z; = 20 — x»,
d.h. das Budget y wird voll ausgeschopft. Aus Umstellen und Division der beiden ersten
Gleichungen folgt:

.CI§'1—|-1_
IB2—|-1_

1

und Einsetzen von z; = 20 — 25 und Auflésen fithrt zu

T9 = 10 woraus folgt 2z, = 10

Da beim Haushaltsoptimum bei streng konkaven Nutzenfunktionen von vornherein be-
kannt ist, dass die Budgetrestriktion bindend sein muss, kann man auch gleich den einfa-
chen Lagrange-Ansatz verwenden. Im vorliegenden Fall kann man die Losung auch durch
“scharfes Hinsehen” ermitteln, denn die Nutzenfunktion ist in z, x5 symmetrisch und die
Preise identisch, folglich muss die Losung symmetrisch sein, was bei Ausschopfung des
Budgets nur x; = x5 = 10 sein kann.

6 Differenzen- und Differentialgleichungen

Zeitkonzepte:

Der Begriff der Zeit kann auf zwei verschiedene Arten operationalisiert werden:

o Diskretes Zeitkonzept (Differenzengleichungen): Die Zeit wird in einzelne Perioden
(z.B. Tage, Wochen, Quartale, Jahre) eingeteilt. Eine ckonomische Grofile zum Zeit-
punkt ¢ héngt dann von den Realisation dieser Grofle in den Vorperioden ab:

Xt = f(xt—At)

mit f : IR" — IR" und x als ein Vektor ckonomischer Grolen. Dabei ist At die
Periodendifferenz, also t — At eine um At zuriickliegende Periode. Normalerweise
wird At = 1,2, ... angenommen.

o Stetiges Zeitkonzept (Differentialgleichungen): Die Zeit wird nicht in Perioden ein-
geteilt. Eine Differetialgleichung beschreibt den Zusammenhang der Anderungsrate
einer 6konomischen Grofle mit der 6konomischen Gréfe selbst:

s(t) = 2 (e

mit g = IR" — IR". Um den Zeitbezug deutlich zu machen, wird ¢ nicht als Zeitindex
angehingt wie bei der Differenzengleichung, sondern die Gréflen explizit als Funk-
tionen der Zeit geschrieben: x(t), wobei oft aus Griinden der Notationsvereinfachung
das (t) weggelassen wird.
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Fiir beide Zeitkonzepte gibt es Griinde: Okonomische Entscheidungen werden meist zu be-
stimmten Zeitpunkten, oft sogar in regelméfligen Zeitabsténden getroffen. Hier bietet sich
das diskrete Zeitkonzept an. Treffen viele Wirtschaftssubjekte zu jeweils unterschiedlichen
Zeitpunkten Entscheidungen, die nicht einzeln, sondern nur als Aggregat wahrgenommen
werden konnen, bietet es sich an, Anderung des Aggregates in der Zeit als stetig an-
zunehmen. Andererseits werden viele Aggegrate (z.B. Einkommen) nur zu bestimmten
Zeitpunkten periodisch statistisch erhoben.

Wir beschéftigen uns (fast) ausschliefllich mit Differenzengleichungen sowie mit dem Spe-
zialfall einer 6konomischen Grofle, so dass x; ein Skalar ist, und linearen Funktionen f.
Mit ihrer Hilfe lassen sich zeitliche Entwicklungen 6konomischer Gréfien in einem Modell
erkléren.

6.1 Lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung

Definition:

Eine Differenzengleichung 1. Ordnung ist gegeben, wenn

Ty = f(ﬂ%:fl)

also At = 1 ist. Die Grofle x zum Zeitpunkt ¢ hangt von der Realisation dieser Grofle in
der vorhergehenden Periode ab. Weiter zuriickliegende Realisationen spielen explizit keine
Rolle. Die Differenzengleichung ist linear, wenn sie in der Form

Ty =a+ bxt—l

darstellen lédsst. Genauer ist dies eine inhomogene Differenzengleichung 1. Ordnung, wenn
a # 0 und sie ist homogen, wenn a = 0.

Fixpunkt bzw. partikulare Losung

Wenn sich der Wert der ckonomischen Variable im Zeitablauf nicht mehr &ndert, also
Ty =X4_1 = Ty_9 = ... = 2%, dann heillt =* der Fizpunkt oder die partikuldre Losung der
Gleichung. Im linearen Fall ist dies

s

Homogener Teil:

Die lineare Differenzengleichung kann umformuliert werden, indem man x; als Differenz
zur partikuldren Losung ausdriickt (als Abweichung von z*): z; = x*+u; bzw. uy = z,—x*
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ergibt folgende Umformung:

Uy = Ty — X"
= a+bxt_1 -z
=a+b(z" +upqy) — "

1-0
:a+but_1—(l—b)x*:a%—but_l—agl_b;

= buy—

d.h. der inhomogene Teil der Gleichung féllt weg und man erhélt eine Differenzengleichung
fiir die Abweichung von der partikuldren Losung.

Losung der Gleichung:

Unter einer Lésung einer Differenzengleichung versteht man allgemein einen Ausdruck,
bei dem man durch Kenntnis des Anfangswertes xy (also zum “Startzeitpunkt” ¢ = 0)
und der Periode ¢t unmittelbar z; bestimmen kann, also

Ty = F((L’Q,t) =ax"+ G(Uo,t)

Der Wert von z; in t = 1 ist durch Einsetzen des Startwertes in die Differenzengleichung,
der Wert zum Zeitpunkt ¢ = 2 durch Einsetzen des soeben errechneten Wertes fiir t = 1 in
die Differenzengleichung zu ermitteln usw. Wir betrachten zunéchst nur den homogenen
Teil, also die zeitliche Entwicklung der Abweichung u;. Durch iteratives Einsetzen in den
homogenen Teil der Gleichung erhélt man

Uy = bUO
Ug = bU1 = b(bUO) = b2U0

Uz = bUQ = b3u0

up = blug
Dies wird als Losung des homogenen Teils bezeichnet. Die gesamte Losung lautet demnach
x = ¥ + blug

Beginnt der Prozess mit der partikuldren Losung, d.h. o = z*, so &ndert sich der Wert
von x; nicht mehr. Fiir vy # 0 héngt es von dem Parameter b ab, wie sich die Variable
im Zeitablauf entwickelt. Fiir b € (0,1) strebt der Ausdruck b* fiir ¢ — oo gegen Null,
d.h. die anfamgliche Abweichung von der partikuldren Losung verschwindet, fiir b > 1
wird sie dagegen immer grofler, d.h. die Zeitreihe divergiert gegen +oo oder —oo je nach
anfdnglicher Abweichung. Es ergeben sich die in folgender Tabelle zusammengefassetn
Moglichkeiten (Achtung: Fiir b = 0 liegt gar kein dynamisches System vor!).
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| b> 0 b<0

b<1l: wu— 0mitt— oo b<—1: J|u — 0mitt— oo
\ (alternierendes Vorzeichen)
b=1: w=wuy Yt b=—1: wu =up(—1)"

\ (alterierendes Vorzeichen)
b>1: w— doomitt—oo|b<—1: |u — ocomitt— oo
\ (alternierendes Vorzeichen)

Fiir || < 1 verschwinden asymptotisch die anfinglichen Abweichungen von z*. Der Fix-
punkt z* heifit in diesem Fall asymptotisch stabil.

6.2 Lineare Differenzengleichungen 2. Ordnung

Definition:
Eine Differenzengleichung in der Form
Ty =C+ ary 1+ bxt72

ist eine inhomogene Differenzengleichung 2. Ordnung. Die Ordnungszahl wird also durch
die Zahl der maximal in die Vergangenheit zuriickliegenden Perioden bestimmt. Dies gilt
auch fiir den Fall, dass a = 0 sein sollte, also der Wert der Vorperiode £ — 1 keinen Einfluss
hat. Zwar beschriankten wir uns auf den Fall einer skalaren Grofle, aber sei hier dennoch
angedeutet, wie ein Differenzengleichungssystem mehrerer Verédnderlicher aussehen kénnte
(im linearen Fall): Die Gleichungen

Tip=a1Z14-1 +b1Tas2 + 1

Toy = o141 + Doy o + Co

sind ein Beispiel fiir zwei gekoppelte lineare Differenzengleichungen 2. Ordnung.

Partikulére Losung:

Die partikuldre Losung z* = z; = x;_1 = x;_o lautet
c

(1—a—0)

¥ =

Losung des homogenen Teils:

Durch die Transformation u;, = x; — x* ist durch Einsetzen der Differenzengleichung und
der partikuldren Losung (analog zum Fall einer Differenzengleichung 1. Ordnung) leicht
zu erkennen, dass der homogene Teil als

Uy = a1 + buy_o

formuliert werden kann. Der Losungsansatz ist hier u, = ugA!. Einsetzen des Losungsan-
satzes mit den entsprechenden Zeitverschiebungen ergibt

U\ = augA\! + bug\t 2
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Teilen durch ugA=2 ergibt
M =a\+b
M —aA—b=0

a a\ 2
PP (—) b
= 1,2 5 5 +

als der bekannten Losung einer quadratischen Gleichung.

Exkurs: Man kann iiberpriifen, dass u; = ug\! tatséichlich ein richtiger Losungsasnsatz
ist, indem man iterativ einsetzt (wie im Fall einer Differenzengleichung 1. Ordnung): Aus
Uy = upA? und u; = upA folgt:

Uy = UGN

“ 50y ) (3G )
w(2) -5 +oe0)

- a(g+ (g)2+b)+b)

= uy,(a\ +b)

= au; + buyg

Dasselbe gilt analog fiir den Fall A\ = § — 4/ (%)2 +b. Es gibt also zwei Losungen des

homogenen Teils, d.h. der zwei Losungen der quadratischen Gleichung. Ferner sind alle
Linearkombinationen beider Losungen ebenfalls eine Losung des homogenen Teils.

Reelle und komplexe Wurzeln:

Bei der quadratischen Gleichung A\* — a\ — b kann die Losung ;o entweder reell oder
(konjugiert) komplex sein.

e Reelle Wurzel, falls (%)2 +b > 0. In diesem Fall konnen die beiden Losun-
gen das gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben. In jedem Fall entscheided
die betragsmdafig grofiere Wurzel iiber das dynamische Verhalten von x;. Ist also
arg max{|A1],|A2|} < 1, dann verschwindet die anfiangliche Abweichung von z* asym-
ptotisch (evtl. mit alternierendem Vorzeichen von w;). Im Fall von arg max{|\[, |\2|} >

1 divergiert x; gegen +o0o oder —oo.

e Komplexe Wurzel, falls (%)2 + b < 0. Dies ist der 6konomisch oft interessantere
Fall, weil x; dann zyklische Schwankungen aufweist. Die Wurzel hat dann die Form
M2 = a=£ (i, ¢ = y/—1 und kann als Vektor in der Gaussschen Zahlenebene

dargestellt werden (vgl. Abschnitt 1.1).
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Gedampfte oder explodierende Schwimngungen:

Ob eine Abweichung von x* im Zeitablauf immer grofer wird oder im Gegenteil verschwin-
det, hing davon ab, ob die betragsméaflig grofite Wurzel grofler oder kleiner 1 ist. Aufgrund
der Potenzterms b’ bzw. A\! in der Losung ist dies im Fall einer reellen Wurzel auch intuitiv
einsichtig. Im Fall einer komplexen Wurzel kann ein &hnlich intuitives Kriterium bestimmt
werden. Entscheidend ist nun die Ldnge des Vektors in der Gaussschen Zahlenebene, der
sogenannte “modulus” der Wurzel: Mt A\, » = a = 37 und «, 3 als den Komponenten des
Vektors in der Gaussschen Zahlenebene ergibt sich

mod A = /a2 + (52

die Ldnge der Wurzel, d.h. des Vektors. Da es sich um konjugiert komplexe Wuezeln han-
delt, ist die Lange von A; gleich der Lénge von \,. Fiir die allgemeine Differenzengleichung

2. Ordnung (siehe oben) withle man daher sinnvollerweise A = (a/2) — /(a/2)? + b, so
dass
2 2
mod \ = \/(g) —(3) +b=v=

Bei konkreten Zahlkenwerten ist es irrelevant, welche der beiden Wurzeln verwendet wird.

Die Losung A1 2 und deren Lange kann leicht in der Gaussschen Ebene grafisch dargestellt
werden (siehe Abbildung). EnTscheidend ist, ob die Lange grofier oder kleiner 1 ist, also im
sog. Finheitskreis liegt. Fiir den Fall mod A < 1 erhélt man geddmpfte Schwingungen,
im Fall mod A > 1 explodierende Schwingungen und im Fall mod A = 1 stationdre
Schwingungen (vgl. Abbildung).

Im

beta

-1 alpha 1 Re
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gedampfte Schwingung stationare Schwingung explodierende Schwingung

6.3 Okonomische Anwendungen

Cobweb-Modell:

Gegeben sei ein Markt mit der linearen Nachfragefunktion z” = a+bp;, a > 0,b < 0 und
der Angebotsfunktion z¥ = cp;_1, ¢ > 0, d.h. das Angebot der Unternehmen richtet sich
nach dem Preis der Vorperiode, weil sie erwarten, dass der Preis auch in der aktuellen
Periode erzielt werden kann. Im Gleichgewicht x” = a7 ergibt sich

a+ bpy = cpi
a ¢
= P = 3 + l_)ptfl

also eine inhomogene Differenzengleichung 1. Ordnung. Die partikuldre Losung (Schnitt-
punkt von Angebots- und Nachfragekurve) ist gegeben durch

a

c—b

*

p:

Durch die Transformation u; = p; — p* und Einsetzen von p* erhélt man als Bewegungs-
gleichung fiir die Abweichungen vom Fixpunkt:

c
U = TU—1

b

mit der Losung u; = ug(c/b)!. Die Losung (partikuldre Losung plus Losung des homogenen
Teils) ist folglich

pe=p"+ (o — ") (5>
Startet der Prozess nicht im Fixpunkt, so hdngt es von den Verhaltensparametern ¢ und
b ab, ob das Marktgleichgewicht jemals erreicht wird. Weil b > 0 und ¢ < 0 haben die
Abweichungen von p* immer alternierende Vorzeichen, d.h. das System “pendelt” um den
Fixpunkt. Die Preiszeitreihe konvergiert gegen p* genau dann, wenn |(¢/b)| < 1 bzw.
¢ < |b] ist. Fiir ¢ > |b| entfernt sich p, immer weiter von p* und fiir ¢ = |b| bleibt die
anféngliche Abweichung erhalten (mit alternierendem Vorzeichen).
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In den Grafiken ist das Modell fiir den Fall der Konvergenz dargestellt. Im linken Teil
ist das Preis-Mengen-Diagramm abgebildet. Das Modell startet beim Preis py > p*. In
Periode t = 1 erwarten die Unternehmen den Preis der Vorperiode py und bieten x;
an, so dass der marktraumende Preis in t = 1 auf p; < p* fillt. Dieser niedrige Preis
wird von den Anbietern auch in ¢ = 2 erwartet und sie bieten x5 an, was aber zu einer
Preissteigerung auf p, fiihrt usw. Im rechten Teil der Abbildung ist derselbe Prozess in
einem Diagramm dargestellt, in dem die Differenzengleichung selbst abgebildet ist. Der
Schnittpunkt der Funktion mit der Winkelhalbierenden stellt den Fixpunkt dar, denn
dort ist p; = py_1 = p*.

pt—l

pt— 1

X X3 X X P

Konjunkturmodell von Hicks:

Konjunkturmodelle sind klassische Anwendungen von Diferenzen- und Differentialglei-
chungen. Eines der einfachsten Modelle stammt von Hicks (1951). Es wird nur die Nach-
frageseite des Giitermarktes betrachtet und angenommen, dass sich das Angebot stets der
Nachfrage anpasst (Gleichgewichtsmodell). Die Konsumfunktion lautet

Cy =C"+4 Yy, 0<e<1

mit C'* als dem autonomen Konsum und ¢ als der marginalen Konsumneigung. Der Kon-
sum in ¢ hingt vom Einkommen der Vorperiode ¢ — 1 ab (sog. Robertson-Lag). Die Inves-
titionsfunktion lautet

Iy =1+ B(Yie1 — Vi), G>0

mit [ als den autonomen Investitionen und [ als sog. Akzelerator. Bemerken die In-
vestoren in den vergangenen zwei Perioden einen Aufschwung, d.h. Y;_; > Y; 5, dann
werden die Investitionen entsprechend erhoht, im Fall eines Abschwunges werden sie ver-
ringert und kénnen sogar negativ werden. Im Gleichgewicht entspricht die Gesamtnach-
frage Y;? = C; + I; dem Angebot Y;, und man erhiilt

Y, =Ci+ 1,
=C"+cY 1 + 1"+ B(Yie1 — Vi)
=C"+ 1"+ (c+ B)Yi1 — BYi 2
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Dies ist eine inhomogene Differenzengleichung 2. Ordnung mit der partikuldren Losung

_Oa+[a
 1-—c

Y*

Der homogene Teil (Bewegungsgleichung fiir die Abweichungen von Y*) ist demnach
u = (¢ + Blug—1 — Pug—s
Einsetzen des Losungsansazues u; = ug\’ ergibt
U\ = (¢ + Bug\™" — BugA'™?
und Umformen in die quadratische Gleichung ergibt
M —(c+BA+8=0

mit den Losungen

2
e () -

(Konjunktur-) Schwankungen erhélt man dann, wenn die Losung eine komplexe Wurzel

ist, also
c+ 3 2
() e
(c+B)* <48
c<\AB-p3=2\/B-5

Die Schwingungen sind geddmpft, falls mod A < 1, also

2 2
mod/\:\/<cgﬁ> — (C_gﬁ) +6<1

= 6<1

Alle Parameterkonstellationen, die zu unterschiedlichen dynamische Regimen fiihren, las-
sen sich grafisch darstellen (siche Abbildung).
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monotone Divergenz

gedampfte explodierende

Schwingung Schwingung

» beta

0 1 4
7 Einfiihrung in die Integralrechnung

7.1 Stammfunktionen und unbestimmtes Integral

Das Integrieren einer Funktion ist die Umkehrung der Differentiation. Sei f : Dy —
IR, Dy C IR gegeben. Eine Funktion F': Dy — IR ist eine Stammfunktion von f, wenn F'
differenzierbar ist und

F'(z) = f(x)

gilt. Die Stammfunktion kann als unbestimmtes Integral geschrieben werden:

P(a) = [ f(ayts

Nicht jede Funktion f besitzt eine Stammfunktion. Wenn diese existiert, dann ist das
unbestimmte Integral bis auf eine additive Konstante C' bestimmt (Hinweis: Beim Diffe-
renzieren als der Umkehrung der Integration fillt eine Konstante weg!). Unbestimmt ist
das Integral deshalb, weil keine Integrationsgrenzen angegeben sind.

Stammfunktion einiger elementarer Funktionen:

Funktion f(z) | Stammfunktion F'(z)
% a# —1 %Hx“H%—C
a®, a>0 % +C
e’ e’ +C
1 In|z|+C
Beispiele:

f(z)=azx+b = F(a:)zlch—i—bijC, fx)r? =22 = F(x)zéxg—l—xZ—i—C
a
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f(:c):§+2:c2 ~ F(x):bln|:c|+§x3+0, f@)=5 = F)

7.2 Integrationsregeln

Es gelten folgende Rechenregeln fiir Integrale:

[ af(x)dx = a/f f(x)dz
JU@) +g(@)de = [ flx)de+ [ g(z)de
[ f(@)g (z) = fla)g(x) = [ f'(x)g(x)dx

J Fg(@))g' (w)de = [ f(u)du mit u= g(z)

7.3 Das bestimmte Integral

Gegeben sei die stetige Funktion f : Dy — IR mit Dy C IR. Wenn das Intervall [a, b] C
Dy gegeben ist und die Funktion auf diesem Intervall beschrdinkt ist, dann gilt fiir das
bestimmte Integral

b
[ sz =F ) - Pl

mit F als einer beliebigen Stammfunktion von f (die Integrationskonstante fillt bei der
Differenze ohnehin weg). Ist f auf diesem Intervall [a, b] positiv, dann ist das Integal der
Flacheninhalt zwischen dem Kurvenverlauf und der z-Achse.

Es gilt ferner:

/abf(x)da: =— /ba f(x)dr sowie /aa f(z)da =0

Falls die Funktion f auf dem Intervall [a, b] nicht beschriankt ist oder das Intervall selbst
nicht beschréankt ist, d.h. auch —oo und +oco als Integrationsgrenzen vorkommen, dann
spricht man von einem uneigentlichem Integral. Ein in der Okonomie wichtiges uneigent-

liches Integral ist
f; s
rdr =
0 1 +a

Hinweis: Fiir Abbildungen der Art f : R" — IR kann in jeder Richtung, d.h. iiber alle
X1, ..., T integriert werden. Man erhélt dann Mehrfachintegrale. Sei z.B. z = f(x,y), dann

ist ein Mehrfachintegral beispielsweise fab fcd f(z,y)dzdy.
Beispiele:

5 —1
6
l/2mmz5?—m=25 /‘-dx:ﬁm]—u—6my—m=6mn—hw)=—9%7

0 5 X

2
1, 1, 1., 1
2 3 3 4 3 4
gt =S98 ot L 134 11— 5167
lﬁx S S S S
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7.4 Okonomische Beispiele

Konsumentenrente

In einem Markt sei die aggregierte Nachfragefunktion gegeben durch z” = a — bp, die
aggregierte Angebotsfunktion sei ° = ¢+ dp mit a > ¢ > 0,b,d > 0. Der Gleichgewichts-
preis ist entsprechend

a—bp=c+dp
a—c

d+0b

*

= p* =

und die Gleichgewichtsmenge

m*—a—b(a_c) _ad+be
B b+d  b+d

Werden zu diesem Gleichgewichtspreis die Transaktionen durchgefiihrt, haben die Kon-
sumenten, welche eine hohere marginale Zahlungsbereitschaft als p* hatten, einen Vorteil.
Dieser Vorteil driickt sich in dem Abstand der (inversen) Nachfragefunktion, welche die
marginale Zahlungsbereitschaft repréisentiert, vom Gleichgewichtspreis p* aus. Aggregiert
man diesen Uberschuss an Zahlungsbereitschaft iiber das Intervall [0, z*], also die gesamte
am Markt getauschte Menge x*, dann bezeichnet man dies als Konsumentenrente (siehe
scharfffierter Bereich in der Abbildung).

P

Konsumentenrente

X* X
Formal ist ist die Konsumentenrente das Integral der Differenz von Nachfreagefunktion
und Gleichgewichtspreis im Intervall [0, *| mit z als der Integationsvariablen. Alternativ

kann auch die Nachfragefunktion im Intervall [p*, #] integriert werden (§ ist der Prohibi-

tivpreis). Um diesen Ausdruck zu formulieren, wird die Nachfragefunktion zunéchst als

p(x) umgeschrieben, d.h. nach p aufgeflést: p(z) = ¢ — z. Die Konsumentenrente ist
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dann

=

I
S

%“

||

e [ )
[

/(@)
Die Stammfunktion von f(x) ist F(x) = If‘(cfli’f):z: — 5. Somit ist
= F(z%) = F(0)
_ad+bcad+bc 1 (ad+be) 2_0
Cb(d+b) b+d 26\ b+d
_ 1(ad +bc)?
2 b(d+b)?

Alternativ kann die Konsumentenrente iiber das Integral zwischen p* und dem Prohibi-
tivpreis p = a/b mit p als Integrationsvariable bestimmt werden:

a/b a/b
K:/:wmm/’W—mw
7 v f(p)

und die Stammfunktion von f(p) ist F(p) = ap — 2p*. Somit

_ 1(ad + bc)?
= 2 b(d+ )

was zu demselben Ergebnis fithrt. Auf analoge Weise kann man die Produzentenrente als
Integral der Angebotsfunktion zwischen dem Achsenabschnitt ¢ und dem Gleichgewichts-
preis p* (mit p als Integrationsvariable) bestimmen.

Intertemporale Nutzenfunktion

Plant ein Individuum {iiber einen gewissen Zeitraum, dann werden iiblicherweise zukiinf-
tige Ertrdge und Nutzenwerte gegeniiber heuten Ertrdgen abdiskontiert. Im Rahemne
geometrischer Reihen wurde dies bereits am Beispiel der Abzinsung verdeutlicht. Besteht
jedoch ein in der Zeit kontinuierlicher Nutzen-, Einkommens- oder Konsumstrom, dann
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ist auch eine entsprechende stetige Form der Abdiskontierung notwendig. Fiir ein Zeitin-
tervall [0, 7] und eine vom Konsum c¢(¢) abhéngige Nutzenfunktion bildet das Integral

v = /OT e u(c(t))dt

den Gegenwartswertsnutzen des Konsumstroms ¢(t), wobei §,0 < § < 1 die Diskontrate
ist. Angenommen, der Konsumstrom ist konstant, d.h. ¢(t) = ¢. Dann kann wu(c) als
Konstante vor das Integral gezogen werden und es ergibt sich

v=u(c) [ e dt
f()

mit der Stammfunktion F(t) = —3e°" und somit

— u(e) (F(T) — F(0))

— u(o) (—%e‘ST + %) _ u(c)% (1—eT) >0

Der Wert des Integrals ist positiv, weil e %7 < 1 wegen T > 0 gewihrleistet ist. Hiufig
wird der Planungshorizont als unendlich angenommen (Hypothese eine unsterblichen “re-
priasentativen” Individuums). Dann ist der Gegenwartsnutzen des Konsumstroms

v = u(c)/ e Odt
0

Zur Losung des uneigentlichen Integrals kann man die Bildung des Grenzwertes fpr T" —
oo heranziehen:

lim u(c)/o e %dt = lim u(c)% (1—e") = u(c)

T—o00 T—o0

Weitere Anwendungen

Bei allen Prozessen, die in stetiger Zeit anlaufen, treten Integrale auf, etwa bei Bestim-
mung des internen Zinssatzes bei stetigen Riickfliissen oder bei Abschreibungsvorgingen.
Héngt der Nutzen von einer stigen Zufallsvariablen z ab, so wird der Frwartungsnutzen
einer Alternative x durch das Integral tiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung F'(z) (z.B.
Normalverteilung) gebildet:

26



8 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgaben zu Kapitel 1

1. Losen Sie folgende Ausdriicke nach z auf:
(5133/)” = Zmyn, ‘n/yajn = 1’ aeaf =, loga <£) o 1_10ga 1, 6lnac — 1
Yy

r = In(e?), logs v = 3, 2" =64, x = log, 25

2. Gegeben sei ax? — bx = —c. Bei welchen Parameterkonstellationen ist die Losung
21,2 komplex? Wann ist die Losung eineutig?

3. Berechne folgende Summen:

5 4 5

Z2n, ZnQ, Z(ai—Qa—i—B)

n=0 n=1 =0

4. Schreiben Sie folgende Summe unter Verwendung des Summenzeichens:

1 2 3
2+ 4 B
+A4+6+8+., S+

5. Zeigen Sie, dass fiir n > 1 allgemein gilt:
in : Zyi # Z(%yz)
i=1 i=1 i=1

6. Berechnen Sie die Grenzwerte dieser Folgen bzw. Reihen:

. 2\" 2 . n
lim {14+ — , lim , lim ,
n— oo 3n n—oo | 1 +n n—oo | 1 +n

00 n 0 (o) n—1

7. Gegeben seien zwei Investitionsprojekte. Die erwarteten Riickfliisse sind in folgender
Tabelle gegeben.

t=0 t=1 t=2
Projekt 1 100 200 100
Projekt 2~ 180 100 100

a) Berechnen Sie den Barwertder Projekte fiir einen Zinssatz von i = 0, 1.
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8.

10.

b) Berechenn Sie fiir beide Projekte denjenigen Zinssatz, der zu einem Barwert in
Héhe von 300 fiihrt.

Gegeben sei die Konsumfunktion C; = 20 4 0.8Y;_; und autonome Investitionen in
Hohe von I = 100. In ¢t = 0 herrsche Gleichgewicht auf dem Giitermarkt. In ¢t = 1
erhohen sich die Investitionen dauerhaft um Al = 10.

a) Berechnen Sie fiir die ersten 4 Perioden das Einkommen und den Konsumzu-
wachs pro Periode.

b) Leiten Sie den Multiplikator fiir n Perioden ab.

¢) Um wieviel erhoht sich das Gleichgewichtseinkommen?

Gegeben sei ein System mit Zentralbank und mehreren Geschéftsbanken, die der
Mindestreservepflicht unterliegen. Der Mindestreservesatz sei r = 0.05. Nehmen
Sie eine unendliche Kreditnachfrage an. Gehen Sie davon aus, dass die Kreditneh-
mer einen konstanten Teil b ihres Kredites als Bargeld halten wollen. Entwickeln
Sie die geometrische Reihe des Giralgeldschopfungsprozesses. Wie lautet der Giral-
geldschopfungsmultiplikator?

Ein babylonischer Kaiser wolte den Erfinder des Schachspiels belohnen und stellte
ihm einen Wunsch frei. Der Erfinder duflerte folgenden Wunsch: Er wollte mit Reis
entlohnt werden nach folgender Regel. Auf das erste der 64 Felder des Schachbrettes
lege man 1 Reiskorn. Auf jedes weitere Feld dann jeweils die doppelte Menge des vor-
herigen Feldes. Stellen Sie unter Verwendung des Summenzeichens die geometrische
Reihe auf, und berechnen Sie deren Wert.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 2

1.

Gegeben seien:

1 -1 =2 0 1 )

y =(4,1,0)

S W =

Berechenen Sie:

4A +2B, AB, AA, ATA, ABx, BAx, yx, yA, Ay’

2. Gegeben seien die Matrizen

2 1 -1

13 2
A_(g f) B={2 5 3 C_Cg 112> D=[-2 -1 1
3 -8 —4

Berechenen Sie, falls moglich, die Determinanten und Inversen von
A, B, C, BD, (I-B), 2B,;D'D.
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3. Gegeben seien

1 2 3 4 2 0
A=14 56 B=|1 -11
789 2 1 0

Bestimmen Sie jeweils den Rang der Matrix.

4. Gegeben sei ein Markt mit drei differenzierten substituierbaren Produkten, die je-
weils von einem Unternehmen angeboten werden. Die Angebots- und Nachfrage-
funktionen seien:

Angebot Nachfrage
e =10+3p, 2 =100 — py + 0.5ps + 0.1ps
8 =20+2p,  x) =80 —2py + 0.5p; + 0.1ps
vy =2043ps a8 =80 —ps+pi+0.2p,
Gegeben sei ein simulatens Gleichgewicht 24 = ;1 = 1,2, 3. Stellen Sie die Gleich-

gewichtsbedingung in Matrixform dar und ermitteln Sie mit Hilfe der Cramerschen
Regel den Gleichgewichtspreis fiir das Gut xs.

5. Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Gleichungssysteme:

111 1
a) A=[11 2|, b=[0
12 3 0

1 -3 1 1 1 3
) A=[0 0 1 -2 3] b=]09
-1 3 1 -5 6 19

6. In einem keynesianischen IS-LM-Modell sei die Konsumfunktion gegeben durch
C(Y) = C* 4 ¢Y, die Investitionefunktion mit /(i) = I* — hi, das reale Geldan-
gebot sei M = M und die Geldnachfrage L(Y,i) = mY — ni. Berechnen Sie den
Einkommens- und Zinsmultiplikator bei einer Anderung der autonomen Investitio-
nen /*. Verwenden Sie dabei die Cramersche Regel.

7. Die Input-Output-Verflechtungen einer Volkswirtschaft seien gegeben durch

Sektor 1 Sektor 2 Sektor 3 | Endnachfrage | Gesamtoutput

Sektor 1 800 250 350 wq 1600

Sektor 2 200 500 175 Wo 1000

Sektor 3 400 250 700 ws 1400
Faktor A 100 200 0
Faktor K 100 100 100

Bestimmen Sie die zu dem gegebenen Gesamtoutput gehorende Endnachfrage. Die
Endnachfrage #indere sich zu w = (90, 150, 120)”. Berechnen Sie den dazu gehdren-
den Faktoreinsatz sowie den Gesamtoutput der Sektoren.
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 3

1. Wie lauten die Definitions- und Wertebereiche der folgenden Funktionen:

filr) =z, fol)=2" fi2)=(2), filx)=¢" fs(x)=

T
z+1

2. Bilden sie die etste und zweite Ableitung der folgenden Funktionen:

2

file) =4+ 30422+ b= (2) B =
file) = 222 o) =2, fo(e) = AGm(z) - g(a)
_log,

fr(x) =5e*,  fs(z) =2 Inz, folz)=

Inz

3. Uberpriifen Sie, welche der folgenden Funktionen (streng) konvex bzw. (streng) kon-
kav auf dem Definitionsbereich sind:

filz) =23, folx) =23, fo(x) =10+ 2z, fulz) = az® —ba®, a,b>0

4. Bestimmen Sie die Minima bzw. Maxima folgnder Funktionen:

1'3

T 122

gi(z) =2* —22% + 52, gs(x) =2

g1(z) =10z — 2%, gao(x) gs(x) = (z —3)* 45,

5. Bestimmen sie die angegebenen Elastizitédten folgender Funktionen:

a\b
€y Und €, fir y = (E)

€yr UNd €4 firy=a—bx
. b
€yr UNd €4 fir y = ax
) «
€y Und €, firy=a

Ubungsaufgaben zu Kapitel 4

1. Bestimmen Sie jeweils den Gradienten und die Hesse-Matrix:

1
fl(X) = 2.2?1£E2 — 1T3 + ) fg(X) = x(llmgxic’)? 0< (I,b,C < 17
ToT3
21‘1 z1 Zo
f3(x) = o + 4wows, fa(x) = e + 57,
2
f5(x) = In 10212573, fo(x) = hte
Z3
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2. Bestimmen Sie die Extremwerte (Bedingung 1. und 2. Ordnung):

21 = 2% — 022y —02(x +vy), z=2"4+3y* 20y, zm=@W-2)+x

3. Bestimmen Sie fiir fiir die Funktionen der vorigen Aufgabe die partiellen Elasti-
zitdten.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 5

Bitte kommentieren Sie kurz IThr Vorgehen!
1. Losen Sie folgende unrestringierte Optimierungsprobleme:

min fy (z,y) =2y +y° — zy

max fo(z,y) = —a(10 — x — y) + az® + 2y°
z,y
2. Gegeben seien die Preise dreier Giiter p; = 1, ps = 1, p3 = 2 und die Nutzenfunktion

u(ry, To, w3) = 293294235, Das Budget sei y = 100. Berechenen Sie die optimalen
Konsummengen mit Hilfe des Lagrangeansatzes.

3. Losen Sie das Optimierungsproblem
flxy,29) =21 — 9 — x3 — max
x1,22,T3
unter den NB g1 (21, 9, 23) = 25 + 2253 — 1 =0

g2(x17x27 Ig) = 3‘7;1 - 4373 =0
4. Losen Sie das Optimierungsproblem

1
f X1, T2 :—5$1+2£L’2—— l’2+$2 — max
2 1 2 1,22

mit T 2 O, ) 2 0

Ubungsaufgaben zu Kapitel 6

1. Betrachten Suie folgendes Marktmodell: Die Nachfrage ist gegeben durch zP =
a — bp, das Angebot sei gegeben durch ¥ = cp§ mit p¢ als der Preiserwartung der
Anbieter fiir Periode ¢. Als spezielle Form der Preiserwartung seien Erwartungen
in der folgenden Form unterstellt: pf = ép;—1 + (1 — 0)ps—o. Entwickeln Sie die
dynamische Grundgleichung fiir p; und bestimmen sie die partikulédre Losung.

2. Das Konjunkturmodell von Samuelson verwendet folgende Verhaltensannahmen:
Die Konsumfunktion sei C; = C* + ¢Y;_1,0 < ¢ < 1, die Investitionsfunktion
sei I, = I* + B(C; — Cy_1). Es herrsche stets Gleichgewicht auf dem Giitermarkt:
Y, = C; + I;. Entwickeln Sie die dynamische Grundgleichung fiir Y;.
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3. Achtung: Nichtlineares Modell! Gegeben sei folgende sog. logistische Gleichung
= ari—(1 — x4-1), a>0
Bestimmen sie grafisch und analytisch die partikulére Losung.

4. Gegeben sei die Differenzengleichung x; = v+ (z,_1. Bestimmen sie die Losung (par-
tikuldre Losung und Losung des homogenen Teils). Bei welchen Parameterwerten
ist die stationdre Losung stabil, d.h. werden die Abweichungen von der staionédren
Losung fiir t — oo Null werden?

Ubungsaufgaben zu Kapitel 7

1. Berechnen sie die Stammfunktionen (unbestimmte Integrale) fiir folgende Funktio-

nen:
1

fl(x):%—l—x, fola) =50 — 2a®, folw) =2e7" fala) =5

2. Berechenn sie folgende Integrale:

2 1 10 b
/ 2xdx, / 2% In 2dx, / 2 — xdz, / crdr
0 -1 0 a

3. Gegeben sei die (inverse) Nachfragefunktion p(z) = H% und die Angebotsfunktion

p(z) = 0.5z. Bestimmen sie die Produzentenrente im Marktgleichgewicht.

9 Losungshinweise zu den Ubungsaufgaben

Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben zu Kapitel 1

1. Losen Sie folgende Ausdriicke nach x auf:

(xy)" =2"y" = T =2zn
Vyrt =1 = T = y’%
ac® =y = xr=1In (E)
a
x
log,, (—) =1—-log,y = r=a
Y
emr = = T =
r=In(e’) = r=3
logs x = = xr =125
In(64
2 =64 = = O 5 99900
In(2)
In(25
v =log;25 = _ ) e

~ In(7)
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2. Die allgemeine Losung ist

b b\> ¢
Tig = — ) ==
1,2 2a 2a a

Die Losung ist komplex, wenn der Aussdruck unter der Wurzel negativ ist, also

( 5)2 c b’
-—— ] ——-<0 = —<c

a 4a
Die Losung ist eindeutig, wenn der Wurzelausdruck Null ist.

3. Summen:

5
Z on = 30
n=0

4

Zn2:30

n=1
5

> (ai —2a+3) =3a+18

i=0
4. Summen:
24+4+6+8+.., = ) 2n
n=1
1 2 3 > n
4+ =
2+3+4+ ;n—i—l

5. Es gilt fiir n > 1 allgemein: Y 7 ;- > v # > (Tiys).

Ausfiihrlich geschrieben ist fiir n = 2

2 2
in : Zyi = (21 + 22)(y1 + ¥2) = T1y1 + T1Y2 + T2y1 + Tayo
1=1 1=1

2

und Z(mzyl) = T1Y1 + T2Yo

i=1

In der oberen Zeile sind zusétzlich die gemischten Termie x;y;,¢ # j enthalten, in
der unteren Zeile nicht.
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6. Grenzwerte:

92 4n
in(1+2) = mm{gnl-e m{gg)-
o0 2 n o0
2) =3 0.2" = 1.25
2(5) = 2

o0

se(3)

7. Barwert der Riickfliisse bei i = 0.1. D

n=

gen abdiskontiert (abgezinst) werden,

> a

1

2

@)

er Diskontfaktor, mit dem zukiinftige Zahlun-
ist 1/¢ =1/(1+1).

0

= 100 + % + % = 364.46281
= 180 + % + % = 353.55372

Gesucht ist der Zinssatz, bei dem der Barwert der Riickfliisse gleich 300 ist:

300 = 1q0_00 4 2(% %
= 0 =200¢* — 200¢q — 100
=  qo={1.366,—-0.366} =
300 = 1(% 4 1(% 1%
= 0= 120¢> — 100¢q — 100
=  qp ={1.420,-0.587} =

(iberfiihrt in quadr. Form)
i = {0.366,—1.366}, also i = 0.366

(iiberfiithrt in quadr. Form)
i = {0.420, —1.587}, also i = 0.420

(Die zweite, 6konomisch unplausible negative Losung kann ausgeschlossen werden.)

8. Das Gleichgewichtseinkommen im Ausgangszustand wird berechnet aus Y = C(Y')+
I =20+0.8Y +100. Aufgelost nach Y ergibt sich Y* = 600. Wenn sich in t = 1 die
Investitionen auf I = 110 dauerhaft erhthen, ergibt sich folgende Tabelle (beaxchte:

Cy=20+08 y1):

t 1 C AC Y
100 500 0 600
=1 110 500 0 610 (hohere Nachfrage = hoheres Angebot)
=2 110 508 8 618 (hoheres Y in t =1 erhoht C in t = 2)
=3 110 5144 64 6244 (usw.)
4 110 519.52 5.12 629.52 (usw.)
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Multiplikator fiir n Perioden:

AY = Al + cAl + EAL + ...+ 1A
cAY = c¢AI + AT + ...+ Al
AY — cAY = Al — "Al = (1 — ")AI
1—-c"
1—c

AY = Al

Fiir n — oo ist lim, . ¢ = 0 und die Anderung des Gleichgewichtseinkommens
ist demnach AY* = 1/(1 — ¢)AI = 1/(1 — 0.8)AI = 5A/. In diesem Fall mit
AT = 10 wichst das Gleichgewichtseinkommen also um AY = 50, wie man auch
durch Ausrechenn von Y = 20 4 0.8Y + 110 iiberpriifen kann (Y** = 650).

9. Die erste Einlage in Hohe von AZ wird nach Abzug der Mindestresrve r als Kredit
vergeben, der nach Abzug eines Anteils b wieder auf ein Sichtkonto eingezahlt wird,
also (1 —7r)(1 —b)AZ. Der Prozess setzt sich fort und fithrt zu einer geometrischen
Reihe:

AG=AZ+(1=r)(1=bAZ+(1—r)>1—b>AZ+...
> 1 1

. Nk Nk _ _
_M(l R B s e

10. Die geometrische Reihe ist

64 264 . 1

63
=) "2 =1+42+4+448+..+2% = 5

i=1 1=0

~ 1.845 - 10"

(Falls 100 Reiskérner = 1 Gramm, dann wiegt die Summe der Korner etwa 1.8- 10!
Tonnen.)

Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben zu Kapitel 2

1. Gesuchte Ausdriicke:

0 18 2 1 —6 =5
4IA+2B=|-2 -6 4|, AB=|2 -1 9 |,
4 =2 2 -3 4-7
-2 3 6 3 2 —4 7
AA=|1 -5 —4|, ATA=|2 10 2|, Ay'=|-4
0 5 2 -4 2 8 3
—17 —25
ABx=| -1 ], BAx=| 17 |, yx=7, yA=(3,12,2)
9 —11



2. Determinanten und Inversen:

det(A) = —1, A—lz( ) detB)=-1, B'=[1 -2 -1
2 -3
1 1 1
6 =1
det(C) = 242, C—lz(l%l 21402>, det(BD) =0, (BD) ! existiert nicht
121 121
4 -1 1
-1 T8 1
detI-B)=5m (I-B)"=|3 § 3| det(2B)=-8,
55 5
-2 2 05
(QB)_1: 05 -1 =051, det(DTD):O, (DTD)_1 existiert nicht
0.5 0.5 0.5
3. Rangbestimmung:
Rg(A)=2.  Rg(B)=2

4. Marktgleichgewicht in Matrixschreibweise (Hinweis: Bringen Sie zunéchst alle p; auf

eine Seite, die absoluten Betréige auf die andere Seite).

—90 —4 05 0.1\ /m
60| =(05 —4 01| [ps
—60 1 02 —4/) \p;
b X P

Esist |A| = —62.46 # 0, d.h.die Inverse und damit eine eindeutige Losung existiert.
Ferner ist |Ay| = —1170, so dass nach Cramerscher Regel p, = 18.732.

. Die Losungsmenge bei a) ist x = (2,0, —1)7. Bei b) hat die Matrix A den Rang
drei, es sind jedoch 5 Unbekannte x;, d.h. das System ist unterbestimmt und hat
keine eindeutige (also mehrere) Losungen:

T 2+ 31’2 — 3[[‘4
T beliebig

x=|z3]| = —3 4 224
T4 beliebig
Ty 4

. Keynesianisches IS-LM-Modell. Die Aufgabe entspricht dem im Skript aufgefiihr-
ten Beispiel auf S.16 mit I; = —h,Cy = ¢, Ly = m, L; = —n Entsprechend der
Herleitung nach Cramerscher Regel (s. Skript) ergiben sich die Multiplikatoren:

i
dl — n(l—c)+mh

dY n

- = 0
dl n(l—c)+mh>

0,
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7. Input-Output-Analyse: Es sind

800 250 350 1600
P o 4002000 )
— _ [ 1600 1000 _
A= 1600 1000 1400 | ° B={1 Y 10 ), a= {1000
400 250 700 1600 1000 1400 1400
1600 1000 1400

Die Endnachfrage ist
200
w=(I-A)g=[125
50

Bei der vorgegebenen Endnachfrage (s. Aufgabe) ist der Gesamtoutput

1420 292.75
qg=I-A)"'w= {1020 und der Faktoreinsatz m = Bq ~ '
1460 295.046

Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben zu Kapitel 3

1. Definitions- und Wertebereiche:

Funktion Dy Wy
i R R
Jo R Ry
fs Ry Ry
fi R R*
fs R/A{-1} R

2. Ableitungen

1(z) = 3+ 4z + 322 /(z) =4+ 6z
fa(x) = =54 f3(2) = 302
fi() f;i?z J§(z) = G
fi(z) = (x:2)2 fi(z) = @—2)
fila) =~ — - -
fé(x) — h/m/g _"_ g/h é/ _ h//(m/ 29 + h/m//g _|_ 2h/m/g/ + hg//
fr(z) = 5e” 7(x) = 5e®
fi(z) =2xIn(z) + 2 () =2In(z) + 3
o(z) =0 o (x) =0 (mit log,(x) = In(x)/In(a) !)

3. Uberpriifung der Konvexitiit /Konkavitit anhand der 2. Ableitung:

| =6z konkav auf [—o0, 0], konvex auf [0, 00|
!'=—-2-5  konkav auf Dy = Ry
=0 konvex und konkav (linear)

a

! =2a —6br konvex auf [,

oo, konkav auf [—oo, 4]
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4. Extremwertbestimmung:

Losung( nach

Bed. 1. Ordnung Bedingung 2. Ordnung
;=5 /(z7) = —2 (Maximum)
x5 € {—/3,0,1/3} Y(x3,) = 3v/3 (Minimum)

= —3/3 (Maximum)

= 2 (Minimum)

) =
) = 0 (kein Extremum)
)

T3 =3 3
x; = komplex -
xf = kein Extremwert bestimmbar —

5. Elastizitaten
bx a
€yr,x — —b, €y1,0 = b, Cys,x = (bx — CL)’ €yz,a = (a _ bx)

€y, = b, €ys,a = L, Cysx = IH(CL)];? €ysa = T

Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben zu Kapitel 4

1. Gradienten und Hesse-Matrizen:

. 0 2 —1
2 e E—
Vfl = 2I‘2 — X3, 21’1 — 5 T T1— \Y fl = 2 z3T] x%xg
322 woTh
az(a—1) abz acz
az bz cz o x(m) Chon
_ a.b_c o 2 o abz bz(b—1 bez
Sei z = z{wxs. Vi = (:c_ ) —> Vifo = T1%2 22 zo73
1 2 acz bez cz(c—1)
xr1x3 r2X3 33%
) ) 0 =% 0
$1 2 2 4g
Vfs= <—,4£E3 ) Vib=127 & 4
To 2 2
0 4 O

= 5n6)  Ph= (G e

—~
~—

1 1 1 ;_21 oY
1

fo) = (_7_7_> V2f5 = 0 ;_gl 0
Try T2 I3 O 0 ;—gl

0o 0 =

1 1 =

o (Ai sy g (o0 3

T3 T3 T3 -1 =1 2(z1tz2)
o3 @3 @3
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2. Extremwerte:

Fiir z; lauten die notwendigen Beidngungen:

8 0.5

8—2 - 0.5% 0.2y -02=0

8 0.5

8—2 — 055~ —020-02=0
o

Aus der Symmetrie der beiden Gleichungen ist leicht zu ermitteln, dass im Optimum
x = y gelten muss. Substituiert man in einer der beiden Gleichungen y durch z ergibt
sich

05-1-022—-02=0
= r=15=y"
Hinreichende Bedingung: Erstellen der Hesse-Matrix:

—0.25y0-5 —0.25
2 215 205405 0.2
\V4 21 = 0.5
—025_ _ (9 —0.25z

205405 415

und an der Stelle des Extremwertes x* = y* = 1.5

2+ o (0167 —0.033
Vealey') = (—0.033 —0.166

Die Determinante dieser Hesse-Matrix ist det(V?z;(z*,y*)) = 0.0267 > 0 und der
erste (und einzige) Hauptminor (die Determinante des linken oberen Elementes)
ist det(—0.167) = —0.167 < 0, die Hauptminoren haben also wechselnde Vorzei-
chen und die Determinante der gesamten Hesse-Matrix ist positiv. Damit ist die
Hessematrix negativ definit und es handelt sich um ein Maximum!

Fiir 2, sind die notwendigen Bedingungen:

822

22 2 -2y =0
ox . Y
822

— =6y—2x=0
oy 4 o

und die einzige Losung ist leicht zu ermitteln:
Die Hessematrix ist gegeben durch
2 =2

69



mit der Determinante det(V?z5) = 8 > 0 und auch der erste Hauptminor ist positiv
(2), so dass die Matrix positiv definit ist und es sich folglich um ein Minimum
handelt.

Fiir z3 sind die notwendigen Bedingungen

928 oy 9y +1=0
ox

823

5 oy 2 =0
dy 4 o

Aus der zweiten Gleichungen geht hervor x = y, was jedoch in der ersten Zeile zu
einem Widerspruch fithrt. M.a.W. es existiert keine Losung fiir dieses Gleichungssy-
stem (Hinweis: Schreiben Sie mal das lineare Gleicghungssystem in Matrxischreib-
weise und erkennen Sie, dass die Matrix nicht den vollen Rang hat, also singulédr
ist!). Im {ibrigen hat die Hessematrix

o (2 =2
VZ3_(—2 2)

3. Die partiellen Elastizitdten sind

(=55 + 2/ + 2/3)V/T

die Deterinante Null.

(=5VT + 22\/y + 2/¥)\/Y

€22 = 0.9 €2,y = 0.5

—5VaJy+ay+z+y =5/yVr+ry+a+y
__2z—ya _ 23y + )y
Co2m = T2y 3y? — 2xy 22 4 3y2 — 2xy
(2 —2y+1)x —2(x —y)y
€x3,0 = -

-2y + a2tz 6z3’y_y2—2xy+x2+a:

Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben zu Kapitel 5

1. Losen unrestringierter Optimierungsprobleme. Erste Zielfunktion:

min f, (z,y) =2y +y° — zy

Notwendige Beidngung:

N

— =2zy—y=10
O Ty — Y
%:$2+2y—:ﬂ20
Ay
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Kein lineares Gleichungssystem! Mehrere Losungen moglich! Aus letzter Gleichung
folgt y = (x — x?)/2. Einsetzen in die obere partielle Ableitung ergibt

o (:v—Qa:Q) B (x—2x2) 0

1 1
$2—ZE3—§$+§$2:0
= 1. Losung: x =0 = y=0

Teilen durch z und Umformen zu quadratischer Form ergibt:

31
2

2= =0
SR

mit den Losungen

3 3\? 1 1
2= (4) ; =il

Durch Einsetzen dieser beiden Losungen fiir x in eine der beiden notwendigen Be-
dingungen erhélt man die entsprechenden Losungen fiir y . Alle Losungen:

e zr=0,y=0
cr=by-l
e r=1y=0

Welche der Losungen ist ein Minimum? Die Hesse-Matrix ist

H(fi(z,y)) = (23;2% 1 21:2— 1)

mit der Determinante det(H (fi(z,y))) = 4y—(22—1)? = 4y—4ax*+42—1. Einsetzen
der drei verschiedenen Losungen ergibt
o det(H(f1(0,0))) = —1, d.h. kein Minimum.
e det(H(f1(3,5))) = 3 > 0 und auBerdem ist die Determinante des ersten Haupt-
minors det(H:(f1(3,3))) = 1 > 0, die Matrix also positiv definit. Die Losung
ist also ein Minimum.

o det(H(f1(1,0))) = —1, d.h. kein Minimum.

Zweite Zielfunktion:

max fo(7,y) = —a(10 — x — y) + az® + 2y*
x?y
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Notwednige Optimalitdtsbedingung:

1
%za—l—?axzo = x:_i
0%, ‘

o a+ 4y Y

H(tea) = (5 )

mit der Determinante det(H (f2(x,y))) = 8a unabhéngig von x,y. Fir a > 0 liegt
folglich ein Minimum (aber kein Maximum!) vor, weil sowohl die Determinante von
H, als auch der Hauptminor det(H;) positiv sind. Fiir a < 0 liegt kein Extremwert
VOr.

Die Hessematrix ist

. Bestimmung des Haushaltsoptimums: Zunéchst ist die Lagrangefunktion aufzustel-
len, die maximiert werden soll. Bei den gegebenen Preisen lautet die Nebenbedin-
gung: 100 — z; — 29 — 223 = 0.

L(z1, 29, 23, ) = 29%29%23° + A(100 — 21 — 29 — 213)

Notwendige Optimalitdtsbedingung:

ngl = 0.32, " 2y 2y — A =0 (1)
g:i = 0.42%%2;%23° — XA =0 (2)
gx[;, = 0.5003 2340595 — 20 =0 (3)
gi—lOO—xl—xQ—ZQJg—O (4)

Es ist in (1)-(3) A bzw. 2 jeweils links und rechts zu addieren! Dann ergibt Teilen
von (1) durch (2)

35(72 4
41’1 2 3x1 ( )

Teilen von (1) durch (3) ergibt

3.113 1 5
52, 2 3= g (6)

Einsetzen von (5) und (6) in (4) ergibt aufgelost
21=25 = ap=33.333, x3=20.833 (7)

wie durch Einsetzen in (5) und (6) leicht zu ermitteln ist. Auf die Priifung der
Bedingung 2. Ordnung wird hier verzichtet, da dies zu aufwéndig wére.

72



3. Optimierungsproblem mit zwei NB in Gleichungsform. Die Lagrangefunktion ist

L(Il, To,T3, )\1, )\2) = T1 — T9 — X3 + Al(I% + 2!17% — 1) + )\2(3$1 — 4:!173)

mit den notwendigen Optimalitdtsbedingungen

g—i:1+2)\1x1+3)\2:0
5—22—14—4)\11'2:0 = )\1:4%:2
%:—1—4/\2:0 = /\2:—%
aa—)i = g1(71, 72, 73) =0

g—i = g2(71, T2, 73) = 0

Einsetzen von Ay, \; in erste Gleichung ergibt

1 1
- 4+2(— =0 = = -2
1 + (4:52) T T2 T

Einsetzen in NB g¢; ergibt

1 1
2 2
812 =1 =z =44/ ==4=

Durch Einsetzen der beiden Losungen fiir z; in die obigen Gleichungen erhélt man
die entsprechenden Losungen fiir xs, z3:

. 1 21
1. Lésung  x() = {g, —3 Z}
12 1
2. Lf)SU.Ilg X(Q) = —57 g, _Z}

Einsetzen in die Zielfunktion ergibt f(x)) = 3/4 und f(x(2)) = —3/4. Die Bedin-
gungen 2. Ordnung konnen hier aber nicht gepriift werden, da die Hesse-Matrix fiir
die Zielfunktion offenbar die Nullmatrix ist und daher das Kriterium der negativen
Definitheit nicht anwendbar ist! Da die Zielfunktion eine Ebene im IR? ist (welche
im zuldssigen Bereich eine Fliche im IR? (siche NB g,) und einen Zylinder (siche NB
g1) schneiden soll), gibt es keine Sattelpunkte oder obere bzw. untere Wendepunkte.
Das Maximum liegt auf der “Schittkante” der Zielfunktion mit den Nebenbedingun-
gen und ist einfach durch den Zielfunktionswert gekennzeichnet. In diesem Fall hat
x(1) den héheren Funktionswert und ist somit das Maximum.
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4. Optimierungsproblem mit Nichtnegativitdtsbedingungen

1
f(z1,29) = —Hx1 + 229 — 5(:1:%—1—%) — max mit x; >0, x9>0
1,22

Die Optimalitédtsbedingungen sind

af

_ < — _F _ <
o 5—x1 <0
of

- - — <
o 2—29<0

V f(z7,x3) (2) = 51 — 22 + 229 — 22 =0

Ohne die Nichtnegativitétsrestriktion wire die Losung zy = —5,2o = 2 und die

Hessematrix ist
-1 0
an=(32)

mit det(H(f)) =<> 0 und dem Hauptminor det(H,(f)) = —1 < 0, d.h. die Matrix
ist negativ definit und es handelt sich um ein Maximum. Fiir diese Losung ist aber
fiir x; die Nichtnegativititsbedingung verletzt. Einsetzen von x = 2 in die dritte
Optimalitdtsbedingung ergibt

—5x1—xf—|—0:xf+5x1:0

= T11 = -5 T2 = 0

Die Losung lautet demnach z; = 0,z = 2.

Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben zu Kapitel 6

1. Marktmodell: Die Angebotsfunktion ist 7 = ¢(dp;—1+ (1 —08)p;_2). Bei Marktrium-

ung gilt:
xP =a—bp, = c(6pr1 + (1 = 8)po) = a7
N _a @ - c(1—9)
Py = b b Pt—1 b Dr—2

Dies ist die dynamische Grundgleichung (inhomogene Differenzengleichung 2. Ord-
nung). Die partikuldren Losung p* = py = p;_1 = py_o ist:

., a ¢, c1-9),
Vet T
cd c(l=0)\ , a
O*"5+ b >P::5
b ¢\, a
(5+5>p'—5
., a
p_b+c



2. Konjunkturmodell von Samuelson: Einsetzen der Verhaltensgleichungen in die Gleich-
gewichtsbedingung Y; = Y;¥ = C; + I, ergibt

Yi=C"+cY, 1 + 1"+ B((C+cYio1) — (C° + cYi-2))
=C"+ 1"+ Yoy + B (cYio1 — cYio)
=C"+ 1"+ c(1+B)Y,o1 — Y

als dynamische Grundgleichung. Die partikuldre Losung Y* =Y, =Y, 1 =Y, 5 ist

Y*=C'4+ 14+ c(1+5)Y" —cBY”
1—cl+8)+cB)Y " =(1—-c)Y"=C"+1"

Y*:C + 1
1—-c

(Je nach den Parameterwerten fiir ¢ und /5 kann das Modell Schwingungen erzeugen,
vgl. Skript).

3. Logistische Gleichung. Partikuldre Losung:

Ty = al"t—l(l - !Et—l)
" = ar*(1 — 2*) = ax* — a(z*)?
a(x*)* + (1 —a)z* =0

1 _
(2%)2 + —2

¥ =0
a

1—a 1—a\? a—1
T1,2 (2@) (Qa) {aa}
In einem 8z, x;_1)-Diagramm muss die Differenzengleichung die Winkelhalbierende

folglich in diesen beiden Punkten schneiden. Fiir ¢ > 1 (hier unterstellt) sieht die
Grafik wie folgt aus:

Xt
Winkelhalbierende
X *
logistische
Gleichung
xO X Xt-1



4. Differenzengleichung 1. Ordnung. Partikulédre Losung:

ry =+ Bri
r=a+ fz”
. Q@

le—ﬁ

Mit dem Ansatz x; = 2* + u; lautet die Differenzengleichung
r+up = a+ B + uq)
Subtraktion von x* = o + [Bx* auf beiden Seiten ergibt
up = By

woraus man durch iteratives Einsetzen auf denLoésungsansatz u; = u,3' kommt. Die
gesamte Losung lautet entsprechend

zy = 2" +upf = * + (zo — )3

Fiir | 3] < 1 ist die partikuldre Losung (Fixpunkt) stabil, d.h. die Abweichungen von
z* werden von Periode zu Periode kleiner und verschwinden fiir ¢ — oo.

Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben zu Kapitel 7

1. Stammfunktionen:
1, 5, 14
Fy(z) = =27 + C, Fy(x)=bzx+C

2. Integrale:
2
/2xda:=22—02:4 (mit F(x) = 2° + C)
1 ’ T
/ 2" In(2)dr = 2' — 27! = 3 (mit F(z) = 2 oo +C)
1 27 In2

10 1 1
/ 2—a:dx:2-10—§102—0:—30, (mitF(m):2m—§x2+C’)
0

’ 1 1
/ cxdr = 3¢ (v* —a?), (mit F(z) = §cx2 +C)
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3. Ermitteln der Gleichgewichtsmenge durch Gleichsetzen von Angebots- und Nach-
fragefunktion:

o = 0.5z
1+
= 052 +052—-5=0
2 +r—-10=0
1 1
= $1,2——§Z|3 Z+10

= '~270 = p*=135

(Die zweite negative Losung ist 6konomisch irrelevant.). Die Produzentenrente ist
das Integral der Differenz von p* und der Angebotsfunktion im Intervall [0, z*]:

2.7
/ (1.35 — 0.5z)dz = 1.35- 2.7 — 0.25 - 2.7 — 0 = 1.8225
0

(In diesem einfachen Fall hiatte man die Fliche auch durch 1.35-2.7/2 = 1.8225
ermitteln konnen, was aber eine lineare Angebotsfunktion voraussetzt.)
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