Inhomogene lineare Differenzengleichungen 2. Ordnung

1. In den betrachteten Konjunkturmodellen ergibt sich durch Einsetzen der Verhaltensglei-
chungen in die Gleichgewichtsbedingung und Auflésen nach den Zustandsvariablen Y; die
dynamische Grundgleichung in der allgemeinen Form

Yi=a+0Y,_1 +cYiy (1)
wobei a, b und ¢ modellspezifische Parameterterme sind.

2. Die sogenannte partikulire Lisung ergibt sich durch Gleichsetzen von V; =Y, 1 =Y, o =
Y™, also

Y*=a+bY" +cY”
= (1-b—c¢)Y"=a

= Y™ a
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Y* ist der Gleichgewichtswert.

3. Zur Losung des sogenannten homogenen Teils betrachtet man Y; als Summe aus Gleich-
gewichtswert und einer Abweichung: Y; = Y* + u;. Einsetzen in die dynamische Grund-
gleichung (1) ergibt

Y*4u=a+bY" 4+ uq)+ (Y +us)
= Y*+u=a+bY" +bu_1 +cY" + cup_o

und durch Subtraktion der partikuldren Losung Y* = a + bY™ + cY™* ergibt sich der
homogene Teil

Uy = bUy_1 + CUp_o (3)
Dies ist die Bewegungsgleichung der Storungen u;. Der allgemeine Losungsansatz lautet
Up = ug\!

mit uy als ein Term, der von der Anfangsstorung bestimmt wird, und A als “Eigenwert”
der Systemgleichung. Einsetzen in (3) ergibt

UAN = bug N\ + cug N2

Teilen beider Seiten durch ua\'~? ergibt

A =b\+c
= XN —b\—c=0
b b\
= Ao == * <§) +c (4)



Je nachdem, ob A\; und Ay identisch oder verschieden sind, lautet die Losung des homo-
genen Teils (3)

U = ml)\i + mg/\é fiir )\1 7é )\2

Uy = (m1 + tm2))\t fir /\1 = )\2 =\

Die GroBen mq,mo hiéngen dabei von den Anfangsstorungen wy und w; ab (bei einer
Differenzengleichung 2. Ordnung miissen zwei Startwerte vorgegeben werden).

. Die allgemeine Lisung des dynamischen Systems (1) ergibt sich durch Addition von pa-
rikuldrem und homogenem Teil der Losung:

also im Fall Ay # Ag: Y, = Y* + mi A + ma)b
und im Fall A\ = \y = X Y, = Y* + (my + tmg) N

. Die Frage, ob das System Schwingungen produziert oder nicht, hingt davon ab, ob die
Wurzeln A; 5 reell oder komplex sind (vgl. Gl. (4)).

Fall 1: Reelle Wurzel: (%)2 +c¢c>0

Im Fall reeller Wurzel gibt es keine Schwingungen des Systems. Wegen des Losungsan-
satzes u; = uaA" kann man unmittelbar sehen, dass die Anfangsstorung immer kleiner
wird, wenn A\ betragsméflig kleiner als 1 ist, und dass sie immer grofler wird, wenn A
betragsmifig grofler als 1 ist. Bei grofler werdenden Stérungen bewegt sich das System
immer weiter weg vom Gleichgewichtswert Y*, im Fall abnehmender Stérungen konver-
giert Y; gegen Y*.

|A12] > 1 (monotone) Divergenz

|A12] <1 (monotone) Konvergenz

Fiir den Fall |A12| = 1 ist das qualitative Verhalten nicht eindeutig bestimmbar. Sind
die Vorzeichen von A;, positiv, dann verlduft die Divergenz bzw. Konvergenz monoton,
im Fall eines negativen Vorzeichens in alternierenden Zeitreihen. Letzteres ergibt sich
daraus, dass wegen u; = usA! je nachdem, ob ¢ eine gerade oder ungerade Zahl ist, das
Vorzeichen von A\* wechselt. In Absolutbetrigen betrachtet ist die Konvergenz aber auch
dann monoton. Bei verschiedenen Vorzeichen der beiden Wurzeln A, entscheidet die
betragsmifig groflere Wurzel iiber das Konvergenzverhalten. Bei Ay = 1.2, Ay = —0.5
wird es z.B. eine abnehmende alternierende Schwankung um einen explodierenden Pfad
geben.

Fall 2: Komplexe Wurzeln: (3)2 +c<0

Im Fall komplexer Wurzeln entstehen Schwingungen. Eine komplexe Wurzel \; o = m+ni
mit ¢ = v/—1 kann man als Vektor in der Gaussschen Zahlenebene darstellen (vgl. Ab-
bildung 4). Dabei ist m der Realteil und n der Imagindrteil der Zahl. Da die Wurzeln
konjugiert komplex sind, sind die Vektoren A\; und ), gleich lang. Ahnlich wie im Fall
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reeller Wurzeln héngt die Konvergenz oder Divergenz davon ab, ob sich der Vektor inner-
halb oder aulerhalb des Einheitskreises befindet, also die Lénge des Vektors kleiner oder
grofer 1 ist. Die Lange des Vektors ist bestimmt durch

mod A\ = Vm2 +n2 = vVm2—n2= mod \y (jeweils positive Wurzel)

Im Gaussschen Zahlenraum ist mod A o, also die Lénge des Verktors durch die Vektor-
norm zu ermitteln (im 2-dimensionalen Raum entspricht dies der Anwendung des Satzes
von Pythagoras, siehe Abbildung 4). Da konjugiert komplexe Wurzeln im Gaussschen
Zahlenraum gleich lange Vektoren bilden, ist es ist praktisch, die Wurzel mit dem nega-
tiven Imaginérteil zu verwenden, so dass gilt:

AV IS
m = 5 n= 5 c
b\
2
und somit mod )\2:\/ 9) <é> —c
2 2

Analog zum reellen Fall gilt:

mod Ao >1 divergierende Schwingungen

mod A2 <1 konvergierende Schwingungen

Das bedeutet, dass die Schwingungen eine zunehmende oder abnehmende Amplitude ha-
ben. Fiir den Fall |\ 5| = 1 ist das qualitative Verhalten wiederum nicht eindeutig be-
stimmbar. Reelle Wurzeln kann man als “Spezialfall” ansehen, bei denen der Imaginéarteil

Null ist. Es ist dann der Realteil m = % +4/ (3)2 + ¢ und somit mod Ao = vVm?+0=

|A12]. Da es keinen Imaginérteil gibt, muss also A; 2 im Einheitsintervall (—1,1) liegen,
damit Y; zu Y* konvergiert.

Durch die beiden Schritte
e Bestimmung der Bedingungen, unter denen die Wurzeln komplex oder reell sind,

e Bestimmung der Bedingungen, unter denen Divergenz, Konvergenz oder Stationritat ge-
geben ist,

kann das qualitative dynamische Systemverhalten bestimmt werden.

Das allgemeine dynamische Modell (1) kann in der Konjunkturtheorie verschiedene Formen
annehmen:



Hicks-Modell Samuelson-Modell Metzler-Modell
a co+ I c*+1¢ I¢
b (c+0),0<c<1,8>0 c(1+0),0<c<1,8>0 c(k+2),0<c<1,k>0
c -0 —cf3 —c(k+1)
. C(l +Ia C’a + Ia Ia
Y
1-c 1—c 1—ck+2)+c(k+1)
(c+B) (c+8)\ c(1+8) c(1+0)\” c(k +2) c(k+2)\°
A12 5 + 5 B 5 + 5 cB 5 + 5 c(k+1)
406 4(k+1)
11 > 2 — > >
ree c> \/B Jé] C_(l+ﬁ)2 C_(k+2)2
46 4(k+1)
komplex c< 2\/E I6] c< 0+ 3° k122
Konverge 8<1 < L < L
nvergenz c< = c< ——
& 3 k+1
(unvereinbar mit reellen EW!)
Divergen 6>1 c>1 c> 1
Y z = —
& 3 k+1
Bemerkung:

Aufgrund der Parameterrestriktionen 0 < ¢ < 1,k > 0,3 > 0 kann iiberpriift werden, dass es
keine zulédssige Parameterkonstellation gibt, die zu negativen reellen Wurzeln, also alternieren-
den Zeitreihen fithrt. Beim Metzler-Modell kann zusétzlich festgestellt werden, dass es keine
Parameterkonstellation geben kann, die zu reellen Wurzeln und zur Konvergenz fiihrt. Eine
monotone Konvergenz zur stationdren Losung ist somit in diesem Modell nicht moglich.

Grafische Darstellung:

Da das Verhalten dieser Modelle jeweils durch zwei Verhaltensparameter bestimmt wird, kénnen
die Bedingungen fiir reelle bzw. komplexe Wurzeln sowie fiir Konvergenz bzw. Divergenz als
Funktionen graphisch dargestellt werden (vgl. dazu G.Gabisch/H.-W.Lorenz, Business Cycle
Theory. 2nd. ed., Berlin usw. 1989, S.52, S.49, S.56). Fiir die folgenden Abbildungen gilt:
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monotone Konvergenz

monotone Divergenz

konvergierende (geddmpfte) Schwingungen

divergierende (explodierende) Schwingungen
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Abbildung 1: Hicks-Modell
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Abbildung 2: Samuelson-Modell
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Abbildung 3: Metzler-Modell
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Abbildung 4: Komplexe Eigenwerte im Gaussschen Zahlenraum



